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PROLOGO DEL TRADUCTOR 


El presente libro contiene alrededor de 4.500 problemas y ejercicios 
de análisis matemático y abarca la gran mayoría de los temas que se 
estudian durante los dos primeros años en el curso de Análisis Matemá- 
tico en la Facultad Mecánico-matemática de la Universidad Estatal 
Lomonósov de Moscú. La orientación de la colección se debe al progra- 
ma de análisis matemático vigente durante muchos años en esta Facul- 
tad. 

El autor del libro, profesor B.P. Demidóvich, es bien conocido en 
España y América Latina por otro libro de problemas de 10 autores del 
mismo tema, revisado por el profesor B.P. Demidóvich, pero destinado 
a los centros de enseñanza técnica superior y de gran utilidad también 
para los cursos de Matemáticas Generales. Este libro ha sido reeditado 
por la Editorial Paraninfo. 

El libro que ahora presentamos en castellano está destinado a las 
especialidades de matemática y física de las Universidades y a las 
especialidades de ingeniería que tienen un programa ampliado de 
matemática, Naturalmente, la enorme cantidad de problemas y ejer- 
cicios diversos que se proponen son suficientes para poder aprender 
a manejar bien las técnicas del cálculo, En la mayoría de los casos, al 
final del libro se da la solución. Como no conocemos en castellano 
colección alguna de problemas de análisis matemático tan completa, 
creemos que el presente libro podrá cubrir las necesidades en esta 
materia de las Universidades de habla hispánica. En la traducción se ha 
creído conveniente conservar todas las notaciones matemáticas emplea- 
das por el autor, 

La presente traducción se ha hecho de la séptima edición rusa. 


Emiliano APARICIO BERNARDO 


PROLOGO 
A LA EDICION ESPAÑOLA 


La presente colección contiene gran número de problemas y ejer- 
cicios, tanto de carácter práctico como teórico, referentes al análisis 
matemático clásico. Está destinado a los estudiantes de los primeros 
cursos de las Universidades e Institutos Pedagógicos"), Los párrafos 
del libro van acompañados de unas introducciones teóricas breves y de 
una lista de fórmulas que, no obstante, no pretenden dar una exposi- 
ción sistemática de la teoría. Algunos de los enunciados de los teoremas 
son de carácter práctico y sólo sirven para recordar al lector los resul- 
tados principales del análisis matemático; además, se supone que ya 
se conocen los capítulos correspondientes de la teoría. 

En la colección no figuran problemas relacionados con la topología 
elemental, análisis funcional, efc,, puesto que en las universidades 
de ta Unión Soviética este material se expone ordinariamente en los 
cursos superiores y no figura en el curso del análisis matemático. 

Durante la confección de la presente colección se utilizaron parcial- 
mente algunos tratados y guías de análisis matemático, En particular, 
se han tomado algunos problemas de los libros: N. M. Guiúnter 
y R.O. Kuzsmin: “Colección de problemas de matemática superior”, 
10.* ed, Moscú-Leningrado, año 1933; R. Buck: “Advanced Calculus” 
(New York-Toronto-London, 1956); Dr. D, S. Mitrionovic: “Zbornik 
matematickih problema, IíBoegrad, 1958) 

Espero que la versión castellana de la presente colección le permita 
al lector obtener una idea de la enseñanza del análisis matemático en 
tas universidades de la U.R.S.S. 


B. P. DEMIDOVICH 
Profesor de la Universidad de Moscú 


*) Los Institutos Pedagógicos en La Unión Soviética son Centros de Enseñanza Superior 
de preparación de Profesores de Enseñanza Media, 
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NOTA: Por dificultades lipográlicas y para evitar errores en la re- 
producción de las lórmulas, $e ha conservado la terminolo- 
gía de "sia" en lugar de “sen” como indicación de "seno". 


Capítulo 1 INTRODUCCIÓN AL ANALISIS, 


38 1. Los números reales 


1.7 Método de inducción matemática. Para demostrar que un teore- 
ma es válido para cualquier número natural », es suficiente demostrar 
que: 1) el teorema es válido para n= 1, 2) si el teorema es válido para 
algún número natural 1, entonces también es válido para el siguiente 
número natural n + 1, 

2. Cortadura. Una partición del conjunto de los números racionales 
en dos clases 4 y B se llama cortadura si se cumplen las condiciones 
siguientes: 1) ambas clases no están vacías; 2) todo número racional 
pertenece a una clase y sólo a una; 3) cualquier número perteneciente a 
la clase A (clase inferior) es menor que cualquier número perteneciente 
a la clase B (clase superior). Una cortadura A/B determina: a) un 
número racional, si en la clase inferior A hay un número máximo o sl en 
la clase superior B hay un número mínimo; b) un número irracional, si 
la clase A no posee un número máximo y la clase B no posee un número 
mínimo. Los números racionales e irracionales se denominan números 
reales” ?, 

3.2 Valor absoluto. Six es un número real, se llama valor absoluto 
xl al número no negativo que se determina por las condiciones 
siguientes: 


—X S1x<0; 
Ix])= E < 
x, S1 130. 


Para cualesquiera números reales x e y se verifican las desigualdades: 


Ixi—Iy¡<tx+yl<lx]4-J41- 


4. Extremo superior (supremo) y extremo inferior (ínfimo). Sea 
X= [ x Jun conjunto acotado de números reales. El número 


m=inf([x] 
se llama extremo inferior o ínfimo del conjunto Y, si: 


2) A continuación; si no hay ningún inconveniente, el vocablo “número” significará un 
número real 
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CAPITULO 1. INTRODUCCION AL ANALISIS 


1) cualquier x € X*? cumple la desigualdad 
1>m; 
2) para cualquier a > 0, existe x' € X tal que 
<m+e. 
De un modo similar, el námero 
mM =sup (2) 


se llama extremo superior o supremo del conjunto X, si: 
1) todo x € X cumple la desigualdad 


x= M, 
2) para cualquier e > 0, existe x”' € X tal que 
Co>M-—e, 


Si el conjunto Á no está acotado inferiormente, se dice que 


inffx]=— o; 


si el conjunto £ no está acotado superiormente, se dice que 


supixi=W 0, 


5.2 Errores absoluto y relativo. Si a (a +0) es el valor exacto de la 
magnitud que se mide, y x es el valor aproximado de esta magnitud, 
entonces 


A=|x—aj 


se llama error absoluto, y 
A 
bd —— 
|a/ 
se llama error relativo de la magnitud que se mide. 
Se dice que el número x tiene n cifras exactas, sj el error absoluto de 
este número no excede de la mitad de una unidad del orden de la 
n-ésima cifra significativa, 


Y la expresión x E Y significa que el número x pertenece al conjunto X. 
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1. LOS NUMEROS REALES 


Problemas: 
Aplicando el método de inducción matemática, demostrar que para 
cualquier número natural » se verifican las siguientes igualdades: 
1. 17-2+.. PL 
> 7 DO 1 
rio da EEN 


3 MAL 2 (1424 a 
AA A A 


5. Sea 
abvi=a(e—A)...[fa—(m—1)A] y all=1, 


Demostrar que 


(245 $ Cam ¿la 


m=0p 


donde Cf” es el número de combinaciones rm-arias de n elementos. 
Deducir de aquí la fórmula del binomio de Newton. 
6. Demostrar la desigualdad de Bernoulli: 


A 


donde x,,Xz,..., X” son números de un mismo signo, mayores que — 1. 
7. Demostrar que, six >-— l, se venfica la desigualdad 


d+ >=l+n (n>1) 


donde el signa de igualdad se verifica solamente para x =0. 
8. Demostrar la desigualdad 


ay para 1 > 1. 


Indicación. Aplicar la desigualdad 


n+42 1941 n+1 
(7) =(1+ | >2 (n=1, 2 de 
9. Demostrar la desigualdad 


2-41...Q0)1> [a+ DY para n>l. 
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CAPITULO 1. INTRODUCCION AL ANALISIS 


10. Demostrar la desigualdad 


11.3 
10,1. Demostrar las desigualdades: 
] l ] ; 
1 e il ... a == , 
a) A y7 + +7 > Vu (1 2) 
bret>a+D". (M>3) 


c) sin[ $ xa) 


H=l 


rn 
< Y sin xa 
k=1 
(0< xp < 1; k=1, En 21.13 1); 


d) Cr! < 2% (11)? 


11. Supongamos que e es un número entero posifivo que no es el 
cuadrado exacto de un número entero, y que A/B es una cortadura que 
determina el número real ./ e, donde pertenecen a la clase B todos los 
números racionales positivos b, tales que b? >c, y a la clase A, todos 
los demás números racionales. Demostrar que en la clase 4 no hay un 
número máximo y en la clase B no hay un número minimo. 


12. La cortadura A/B que determina al número / 2, se forma del 
modo siguiente: 

La clase A contiene todos los números racionales a, tales que a? < 2; 
la clase B contiene todos los demás números racionales. Demostrar que 
en la clase A no hay un número máximo y que en la clase B no hay un 
número mínimo. 

13. Construyendo las cortaduras correspondientes, demostrar las 
igualdades: 


a) V2+-VUE8E=YTE  b)V2V 3=YV 6. 


14, Construir la cortadura que determina el número av? 


15. Demostrar que todo conjunto numérico no vacío, que está 
acotado inferiormente, tiene un extremo inferior (ínfimo), y que todo 
conjunto numérico no vacío, que está acotado superiormente, tiene un 
extremo superior (supremo). 

16. Comprobar que el conjunto de todas las fracciones racionales 
propias 


m 
me 
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1. LOS NUMEROS REALES 
donde m y n son números naturales y 0 <m< n, no tiene elementos 
mínimo y máximo. Hallar el ínfimo y el supremo de este conjunto. 

17, Determinar el ínfimo y el supremo del conjunto de los números 
racionales 7 que cumplen la desigualdad 
LE 


18. Sea (-— x)el conjunto de los números opuestos a los números 
EJE 
Demostrar que 


a) i(— xj =-—sup(x); b) sup ( — xp==—int(r). 


19. Sea [x+y) el conjunto de todas las sumas xy + y, donde 
xE lx) yE€ (y). 
Demostrar las igualdades: 


a) int (xy) =imt (x) 101 (y); 
b) sup (x + y) =sup (x) + sup y). 
20. Sea f[xy) el conjunto de todos los productos xy, donde 


xE [x),y€ [y ), siendo x >0, y >0. 
Demostrar las igualdades: 


a) inf(xy) inf (xpint( y) b) sup (xy) =sup (x) sup (y). 
21. Demostrar las desigualdades: 


a) l—y!l=>]|x —=] y]!; 
9) lx to rlali—(x +... +12). 


Resolver las desigualdades: 


22, |x4+-1[|<0,01. 26.14 21 +]x—2]< 12. 
23. |x—2|>10. 27. le +p2]|—]x > 1. 
24. 1x[>|xW+1! 28. [|x4-1]—]x—111< 1. 
23. |2x—1|<Jx— 1]. 29.|x(1—x)] 0,05. 


30. Demostrar la identidad 
a+ ]x] y Bel 1 BS 
e a 


31. Midiendo una longitud de 10 cm, el error absoluto era de 0,5 
mm; al medir una distancia de 500 km, el error absoluto era igual a 200 
m. ¿Qué medición es más exacta? , 
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CAPÍTULO 1. INTRODUCCION AL ANALISIS 


32. Determinar la cantidad de cifras exactas que tiene el número 
x==2,3702, 


si el error relativo del mismo es 1 %. 
33, El número 
£== 12,125 


tiene 3 cifras exactas. Calcular el error relativo de este número. 
34. Los lados de un rectángulo son iguales a 


x =2,50 cm +-0,01 em, 
y = 4,00 cr +-0,02 cm. 


¿Entre qué límites está comprendida el área $ de este rectángulo? 
¿Cuáles son el error absoluto Á y el error relativo 6 del área del 
rectángulo, si se toman por lados sus valores medios? 

35. El peso de un cuerpo p = 12,59 g + 0,01 g y su volumen »= 3,2 
em? + 0,2 cm?. Calcular el peso específico del cuerpo y acotar los 
errores absoluto y relativo del peso específico, si por peso del cuerpo y 
volumen se toman los valores medios. 


36. El radio de un círculo es igual a 
r=7,2 m 4-9,1 m. 


¿Con qué error relativo mínimo puede determinarse el área del círculo, 
si se toma rr = 3,14? 


37. Las medidas de un paralelepípedo rectangular son: 


x==24,7 m-+-0,2 m, 
y= 65m>+0,1 m, 
2= 1,2 m-+0,1 Jn. 


¿Entre qué Jímites está comprendido el volumen v de este paralelepípe- 
do? ¿Con qué errores absoluto y relativo puede determinarse el volu- 
men de este paralelepípedo, si por medidas del mismo se toman sus 
valores medios? 

38. ¡Con qué error absoluto se debe medir el lado de un cuadrado x, 
donde 2m<x<X3 m, para tener la posibilidad de medir el área del 
mismo con una exactitud hasta de 0,001 m?? 

39. ¿Con qué errores absolutos Á es suficiente medir jos lados x € y 
de un rectángulo para poder calcular su área con una exactitud hasta de 
0,01 m?, si los lados no miden más de unos 10 m, aproximadamente? 
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40. Sean 5 (x) y 6 (y) los errores relativos de los números x e y, y 
sea 5 (xy) el error relativo del número xy. 
Demostrar que 


8(19)<0 (0) +8(1)+0 (36 0). 


$ 2. Teoría de las sucesiones 


1.2 Concepto de límite de una sucesión. Se dice que el límite de la 
SUCESIÓN Xi, Xa2,..) Xp,... es el número a (o abreviadamente, que 
converge hacia a), es decir, 


lim x. =4, 
n= 


si, para cualquier e > 0, existe un número N = N (e) tal, que 
|xa—a|<e para 1 >. 
En particular, x, se llama infinitamente pequeño, o infinitésimo, si 


lim x, =0. 
n—oo 


Una sucesión que carece de límite se llama divergente. 
2.2 Criterios de existencia de límite. 


1) Si 
Un <= Ya E Za 
y a 
; lim y, =lim 7z.=C, 
n=. 00 n—ca 
se tiene 
lim x,=C. 
A—D ” 


2) Una sucesión monótona y acotada tiene límite, 

3) Criterio de Cauchy. Para la existencia de límite de una sucesión 
[xa ), es necesario y suficiente que, para cualquier 2 >0, exista un 
número N =N (e), tal que 


[La —Xayp | E, 


para cualesquiera n >N y p >0. 


3." Teoremas fundamentales de los límites de las sucesiones. Supo- 
niendo que existen los límites 


lim xa y lim Ya, 
n— oo n— DD 
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se tiene: 


1) si x, <p, entonces lim x, < lim y: 
Hco noo 


2) Hita (Xp + 95) = lim xa + lim Fai 
AR 20 Re ao 


3) lim (xpga)=!lim xa tim ya; 
A= 2) RD A-=00 


a lim x, 
4) im Pa 122 ¡lim 
n—=os Yn him ya? >> no Ya 70. 
n—o0 


4. El número e. La sucesión 
(1+-) a 


tiene un límite finito 


lim (142) '=0=2,718 2818284... 


A — 10 


5.” Límite infinito, La expresión simbólica 


lim x,=00 
n—ca 


denota que, cualquiera que sea el número E >0, existe un número 
N=N(E), tal que 


¡xa]> E para n>N. 


6.” Punto de acumulación, El número ¿ (o el símbolo vo) se llama 
límite parcial (o punto de acumulación) de una sucesión x, (n= 1, 
2, ...), s1 existe una subsucesión (o sucesión parcial) 


Y tp,» ro. Tp, PES <p, <p »..) 


tal que 
lim x, =E, 
A —= 00 n 


Toda sucesión acotada tiene al menos un límite parcial finito (princi: 
pio de Bolzano-Weierstrass). Si este límite parcial es único, entonces, 
éste es el límite finito de la sucesión dada. 

El límite parcial mínimo (finito o infinito) de la sucesión x, 

lim 
no 
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se llama límite inferior, y el límite parcial máximo 


lim “n 
n 29 


límite superior. 
La igualdad 
lim x= lim xa 
A n— o 


es condición necesaria y suficiente para la existencia de límite (finito o 
infinito) de Ja sucesión Xy. 


Problemas: 
41. Sea 
q] (M=i, 2.) 
Demostrar que 
lin x=l, 
a—co 


hallando para cada e > 0 un número N = YN (e), tal que 
[X,—1|<Le, para n >N. 


Rellenar Ja tabla siguiente: 


e 0,1 | 0,01 "0,001 | 0,0001 | 


Y PT] [| 


42. Demostrar que x, (n=1, 2,...) es infinitamente pequeña (o sea, 
que tiene límite, igual a 0), indicando, para cualquier e > 0, un número 
N=N (2) tal que sea] xn | <e paran >—N, si 

O Y 


] 
a) A c) air 


Do id (190,999, 
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Rellenar la tabla que se da a continuación en cada uno de estos casos: 


43. Demostrar que las sucesiones 


a) x= i— 12, b) X, =2Y»", cor =!lg(lgra) (1 > 2) 


tienen límite infinito cuando 1 —>oe (o sea, que son infinitamente 
grandes o infinitas), hallando, para cualquier E>>0, un número 
N=N (E) tal que sea | xp | > Eparan >N, 

Relienar la tabla que se da a continuación en cada uno de estos casos: 


| 


| 1000 10 000 


44. Comprobar que 
O E IR 
no está acotada, a pesar de que no es infinitamente grande cuando 
n— w, 
45. Formular, mediante desigualdades, las siguientes afirmaciones: 


2) lim x,=00; b) limx=—oo; c) lmx,=-Loo. 
n—:0 h-+ 00 nom 


Suponiendo que » recorre la sucesión natural de números, calcular 
los valores de las siguientes expresiones: 


3 — 
46. lim 10 6005 , V isinal 
m0 "El di e e E 


7. Mn VAFIV 2, 49 Mn A 


E 


e id 
dió Al. a Ga p<1, ESA 


15 
o 


2. TEORIA DE LAS SUCESIONES 


51. tm (o +) 


n=>005 n 
32. Aim A a LL : 
0 e [E] 
e 
55. im (bo +) 
56, lim [ 


tato bam: 
57, lim(M23/23Y7.../ 9. 


Demostrar las siguientes igualdades: 


S8. lim 57 ==0. 63. lim Za =1 la >0). 
59. lim Zo ==0, 64. Jim “és? 0 (>). 
60. ¿lim 7 =0 (a> 1): 65. lim Ln =1, 

61. Lim E =0. | 66. lim 0: 

62. Aim 19" =0, si ]gl<T. 


67, ¿Qué expresión es mayor para valores suficientemente grandes 
den: : 
a) 1001200 o 0/0la7 b) 2 0 am? ce) 1000” 
0 al? 


68. Demostrar que 


Indicación. Véase el ejercicio 10. 
69. Demostrar que la sucesión 


x= (1 +23) (n=1, 2, ... 
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es monótona creciente y está acotada superiormente, mientras que la 
sucesión 
yy9+1 
yo=(1 ++) (n= l, E A | 


es monótona decreciente y está acotada inferiormente. Deducir de esto 
que estas sucesiones tienen un límite común 


lim (4 5)= lim (4) =>. 


noo N — 00 


Indicación. Formar las razones *n+1,_%s_ y aplicar la desigualdad 
del ejercicio 7. Xa Un-1 


70. Demostrar que 
1417 +- 


3 
0<e—=(14-) == (A 1, 2, ...). 


; se JOY pit e 
¿Para qué valores del exponente » la expresión (+2) diferirá del 
número e menos que 0,001? 


71. Sea pp (n=1, 2,...) una sucesión arbitraria de números que 
tiende hacia +0, y sea qn (n=1, 2,...) una sucesión arbitraria de 
números que tiende hacia — oo (Pa, Gn E[— 1, 0]). Demostrar que 


a ir o 
72. Sabiendo que 
lim (147) =8 


fo 
demostrar que 


lim (i++ +). 


n— 0 


Deducir de aquí la fórmula 
bl | 1 On 
TN 
donde 0<8, < 1, y calcular el número e con una exactitud hasta 
105, 
73. Demostrar que el número e es irracional. 
74. Demostrar la desigualdad 


(2) <n<e (5). 
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75. Demostrar las desigualdades: 
l 1 Í 
3) 231<in Ñ Hao, 
donde » es un número natural arbitrario; 
Ditace 


donde a es un número real, distinto de cero. 
76. Demostrar que 


T 
tim ner —1)= Ina (a > 0), 


R—00 


donde In a es el logaritmo del número a de base e = 2,718... 
Aplicando el teorema de la existencia de límite de una sucesión 


monótona y acotada, demostrar la convergencia de las siguientes suce- 
siones: 


TT =p + di PA (1=1, 2...) 


donde p; (í=0, 1, 2,...) son números enteros no negativos, no superio- 
resa9, comenzando desde Py. 


28. 10 11. 149 
19. (1 (1 3)..(1—gr). 
80. [14 o5)(1+-7)- (14 25). 


81. x,=V 2, a=V2+V2 2..y Xy = 
=V 24V2+...+V2 +... 


n raíces 


Aplicando el criterio de Cauchy, demostrar la convergencia de las 
siguientes sucesiones: 


82. x= +43+... +2,8”, 
donde 
lag] << M(k =0, E e 04) y ig] < 1. 


sinl , sin 2 sin n 


83. n= A A hom» 


pm cos 2! cos ni 
34, x an 


85. A cobor 
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Indicación. Aplicar la pias 
I 
A 


86. Una sucesión x, ín= 1, 2, ...) se dice que es de variación acota- 
da, si existe un número € tal que 


lx, — 4, Elx, — 4H +++ Elx, — Xp <E ln=2, 3, ...). 


Demostrar que una sucesión de variación acotada es convergente, 
Dar un ejemplo de una sucesión convergente que no sea de variación 
acotada, 


87. Explicar qué significa que para una sucesión dada no se verifica 
el criterio de Cauchy. 


883. Aplicando el cnterio de Cauchy, demostrar que la sucesión 
j | 1 
A=it3 3 E +... ira 


es divergente. 


89, Demostrar que, si una sucesión x, (n= 1, 2, ...) es convergente, 
entonces cualquier subsucesión de la misma xp, también es convergente 
y tiene el mismo límite: 


lim xp,== lim x,,. 
n= h +0 
90. Demostrar que una sucesión monótona es convergente, sl es 
convergente alguna subsucesión de la misma. 


91. Demostrar que, si 


lim x,=a4, 
n-» 00 
se tiene 
lim | x, |=1a]. 


n- 


92. Six, —>4, ¿qué se puede afirmar respecto del límite 


. Xx 
lim “+7 
R->0 La 


93. Demostrar que una sucesión numérica convergente es acotada, 


94. Demostrar que una sucesión numérica convergente, o bien alcan- 
za el supremo, o bien alcanza el ínfimo, o bien el uno y el otro. Dar 
ejemplos de sucesiones de los tres tipos. 


95. Demostrar que una sucesión numérica Xx, (n=1,2,...) que tien- 
de hacia + «9, necesanamente alcanza el ínfimo. 
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Hallar el término máximo de la sucesión x, (2=1, 2, ...), si 


a Yon 1000” 
96. n y X o 00h” 98. de ER 


Hallar el término mínimo de la sucesión x, (n=1, 2,...), si 
99. x, =1* —9a— 100. 100. x =p E. 


Para la sucesión x, (1 = 1, 2,...), hallar inf x,, sup Xn 


tin x, y lim x,, si: 
R>0«w0 nr 00 


101. x,=1—2. 102, x= EEE 
L0L1, x ==(— E +.) 
103. x, =1+ ros. 


nin" 


104. x, =1+42(—1)** 43. 57 NC 


Í 
105. e, Ty cosa. 108. n=". 
106. x, =(— 1%. 109. x.=1-asinto. 
107. x,=—A2[24+(— 1"). 110. =>» 
Hallar . 
lim x, y lim x 
si: 


2 
Ml. a, == q cos a, 014. = YT PRA, 


pa ads AE 


n* ATI 
119. de == F ¡sin* =>. 
Hallar los límites parciales de las siguientes sucesiones: 
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Lh 


208.01 
4 


Jo 2 Ñ 
O MARES E 


118.5, EN ER UL 
119. x,=3- 1721 
120, xo [+04 —1Y (009), 


234 
Br rr 


121. Dar un ejemplo de una sucesión numérica cuyos límites parcia- 


les sean unos números dados 
41 Car .e..+ Up 


122. Dar un ejemplo de una sucesión numérica para la cual, todos 
los términos de una sucesión numérnca dada 


A. AO 


sean sus límites parciales. ¿Qué límites parciales más tiene necesaria- 
mente la sucesión constmida? 
123. Dar un ejemplo de sucesión que: 


a) no tenga límites parciales finitos; 
b) tenga un límite parcial finito único, pero que no sea convergente, 


c) tenga un conjunto infinito de límites parciales; 

d) tenga como límite parcial cualquier número real, 

124. Demostrar que las sucesiones Xy € Py =Xy Y nín=1, 2, ...) 
tienen unos mismos límites parciales. 

125. Demostrar que de una sucesión acotada xy (n= 1, 2,...) siem- 
pre se puede extraer una subsucesión convergente Xp n (n= 1,2, ...). 

126. Dernostrar que, si una sucesión x, (n= 1, 2,...) no está acota- 
da, entonces existe una subsucesión xp, tal, que 


lim xp, == 00. 
n -— 00 


127. Supongamos que la sucesión x, (2 = 1, 2,...) es convergente y 
que la sucesión y, (n= 1, 2,...) es divergente. ¿Qué se puede afirmar 
respecto de la convergencia de las sucesiones: 


a) Xx + Ya Dd) AnYn? 


Poner ejemplos correspondientes, 


128. Supongamos que las sucesiones xy € y, (n= 1, 2, ...) son diver- 
gentes. ¿Se puede afirmar que las sucesiones 


a) Xa EY b) Xin 


también son divergentes? 
Poner ejemplos correspondientes. 
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129. Supongamos que 
lim x,=0, 


n=» co 


y sea Y. (1 = 1, 2,...) una sucesión arbitraria. ¿Se puede afirmar que 


lim Xx, y, =02 


hh =0 
Poner ejemplos correspondientes. 


130. Supongamos que 
lim A 


fi => 00 
¿Se deduce de aquí que, o bien Maó x,=0 0 bien 02 


Ibi 1 (— 1]? 
LE, y. = 1) 


Examinar el ejemplo: x,= ñ 3 


131. Demostrar que 
a) lim x+ lim y, < lim (<,+y,)< lim x,+ lim y, 


n>00 nn >0mp50 hn => 0) n>+00 n= 0D 

y a == e == 
b) lim xq lim y, < lim (x, Y y.) < lim x,4- lim y. 

rn —o rn +00 an + 00 n= >(00 ”n>c0 


Poner ejemplos para los cuales en estas relaciones se verifiquen las 
desigualdades estrictas. 


132, Supongamos que x, =0€ey, >0(n=1, 2, ...). Demostrar que 


a) lim Xp lim Yn E lim (AY) lim Xp * lim Ya 


HA 00 n 00 n +0 n—=«0 n= =<0 
y — 
b) lim x,- lim y, < lim (x,y,)< lim x,- dim Ves 
4-00 n= n +05 NS "n+ om 


Poner ejemplos para los cuales en estas relaciones se verifiquen las 
desigualdades estrictas. 


133, Demostrar que, si existe Tim x, , entonces, para cualquier 
a 2] 


n > 


sucesión Y, (1= 1, 2,...), se tiene: 
a) lim (x,+y,)= lim x,+ im y, 
n + 005 n +0 n= c5 
b) lim (aya) = lim x,> Tim Y. (x, >0). 
n +0 n->00 n +0 + 
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134. Demostray que, si para una sucesión Xn (n= 1, 2, ...) Y Para 
cualquier sucesión Y ín=1, 2,...), se verifica al menos una de las 


igualdades: 
a) lim (a + Y) = lim Xa + lim y, 
n — 0 n+0 


n + 00 


o bien 


b) lim (x, Y.) = lim X,* lim Y (x, = 0), 
na n= n> (0 


la sucesión X, es convergente. 
135. Demostrar que, si Xx, >0 (1 = 1, 2, dy 


== en, rd 

lim x,« tim —=I, 
Xx 

nu nan» an 


la sucesión x, es convergente. 
136. Demostrar que, si la sucesión X, (1= 1, 2, ...) está acotada y 


lim (x 


n>_0 


n+3 — Xx.) =0, 


entonces los límites parciales de esta sucesión están situados densamen- 
te entre stis límites inferior y superior: 


[= lim x, y L= lim X,, 
n= 00 n—úw 


es decir, cualquier número del segmento [1, L] es un lírnite parcial de la 
sucesión dada. 


137. Supongamos que la sucesión pumérica X,,X2) ---, Xm, «». cumple 
la condición 


OSI EX E im n=l, 2, +...) 


: ] Xn 
Demostrar que existe lim 7” 


n + 00 


138. Demostrar que, si la sucesión Xn (n= 1, 2,...) es convergente, la 
sucesión de las medias aritméticas 


== Lx 4%) 00=1,2 0.2 


también es convergente y 
lím x A EX —= lim X,. 


CA+0 A+ 00 
Lo recíproco no es justo. Poner un ejemplo. 
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139, Demostrar que, si 


lim x = co 
50 ú ES : 
se tiene 
lim ltz da ali 7 MU 
n 


An 90 


+ 00. 


140. Demostrar que, si la sucesión Xa (1= 1, 2, ...) es convergente y 
Xn >0, entonces 


VÁ 
lim Y A = lim Xq: 
n— 0 n— o 


141. Demostrar que, six, >0(n=1, 2, ...); entonces 
lim Y x= lim 2 
fi 


n—«o0 A Y 


suponiendo que el límite que figura en el segundo miembro existe. 
142. Demostrar que 


143. Demostrar el teorema de Stolz: si 
Dn > (1=1,2,.. bh) limy,=>+<00, 


PA . a+ "=Xn 
C)existe lim —24A21 
) a nc Ya41 7 Yp ? 


entonces 
lim 2 = lim 220% 
nn aa Xn41 7 Y 


144, Calcular 
a 
a) lim G(a>1% b) lim 12 
n—-+« abi 
145. Demostrar que, si p es un número natural, se tiene 
24204... +n2 1 


Mia 
im (PEL eno 
A a 
O A A O 
Jia — A, A 
c) A net p+l 
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146. Demostrar que la sucesión 
J ] 1 
alero yo. A=12,.) 
A 4 
es convergente. 
Por lo tanto, se verifica la fórmula 


1 Í 1 
IF Ag ed CA M0 En 


donde C=0,577216... “es la llamada constante de Euler y £h —>0Ú 
cuando 1 ——=> oo, 
147. Calcular 


E e A 
] hal (+ o ez): 


148. La sucesión de números Xx» (n= 1, 2,...) se determina por las 
siguientes fórmulas: 


EE 
x=0, x=, yy = (1=3, 4 ..) 


Calcular il 
lim Xp. 
n co 


149. Sea xn (n=1, 2,...) una sucesión de números, definida por la 
siguiente fórmula: 


1 1 . 
xo => 0 Xai= (4 + 3) 07 2d 


Demostrar que . 
lim x.=1. 


n—co 


150. Demostrar que las sucesiones Xx € Yn (n=1, 2, ...), definidas 
por las siguientes fórmulas: 


O PERE An TY 
Xx, =4, 34 =b, Xn a =) HñYa Mas - 5, 


tienen un límite común 
p (a, by= lim x= im Ya 
noo * n— 
(da media aritmético-geométrica de los números a y b). 


32 


O 


3. CONCEPTO DE FUNCION 


$ 3. Concepto de función 


1%. Concepto de función. La variable y se llama función uniforme f 
de la variable x en un campo dado de variación X= (x), si a cada 
valor x E X se ha puesto en correspondencia un valor rea] determinado 
y =f (x), perteneciente a cierto conjunto Y = (y), 

El conjunto X se denomina campo de definición o campo de existen- 
cia de la función f (x); Y se llama conjunto de valores de esta función. 
En los casos más simples, el conjunto X representa o un intervalo 
abierto (intervalo) (a, b):a<x< b, o los intervalos semiabiertos (a, b]: 
a<x<b y la, b): a <x<b, o un intervalo cerrado (segmento) [a, b.: 
a<x <b, donde a y b son unos números reales o bien, los símbolos 
= 00 y 4 00 (en este caso se excluyen las igualdades). 

Si a cada valor x de X le corresponde uno o varios valores de 
y =f (x), entonces y se llama función multiforme de x. 

2.” Función inversa. Si se entiende por x cualquier valor que satisfa- 
ga a la ecuación 


f(x) —= My 


donde y es un número fijo, perteneciente al conjunto de valores Y de la 
función f(x), entonces, generalmente, esta correspondencia determina 
en el conjunto Y, una función multiforme 


=ft O»). 


denominada inversa con respecto a la función f(x). Si la función 
y=f(x) es monótona en sentido estricto, es decir, F(x2) >f (x,) (o, 
respectivamente, f(x2)<f(x,) para X2 >X,, entonces la función 
inversa x=f” 1 (y) es uniforme y monótona en el mismo sentido. 


Problemas: 


Determinar los campos de existencia de las siguientes funciones: 


2 
151. y. 157. y=1g (sin 2). 
152. y=Y 3xr—x, 158, y= Vx ] 
153 ys Y HE sin Ie 
: Le" 159. y=arcsia 
I+r" 


154. a) y=1l0g (24), 
160. y=arccos (2 sín x), 

bj) y=108 (x +2) + log (x— 2) 
) y =108 (+ +2) +-10g (+2) 161. y =1g (cos (lg x)] 


155. y=)| sin (Y x). 162. y=(x+1xDV xsintir. 


156. y=Y Tos x%, 163, y=ctgnx+ arccos (2*), 
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164. y=arcsin(l —x) + le (lg x). 165.2, y=VY lg tgx. 
165. y =(25]! 165.3. y =V sin 2x 4 Y sin 3x 
165.1. y =10gzl0g3108, X. ((<x=<2m), 


Determinar los campos de existencia y los conjuntos de valores de las 
siguientes funciones: 


166, y =P 24x—xh 169. y =ascsin (lg ;p). 
167. y=!lg (1 —2 
7. y=15( cos x) 170. y=(-1% 
168, y =arccos 
1 pxt* 


171. En el triángulo 4BC (fig. 1), cuya base AC=b y su altura 
BD=h, está inscrito un rectángulo KEMN, cuya altura es NM=x, 
Expresar el perímetro P del rectángulo KEMN y su área S en función de 
> 

Construir las gráficas de las funciones P=P (x) y 5 = S Go). 

172. En el triángulo ABC, el lado AB = 6 cm, el lado AC=8 cm y el 
ángulo BAC=x, Expresar BC=a y el área ABC=8 en función de la 
variable x. Construir las gráficas de las funciones a = 4 (x) y S=5 (x). 


173. En un trapecio isósceles ABCD (fig. 2), cuyas bases son AD =4 
y BC = b (a > b), y la altura es HB= h, está trazada una recta MN 1EB 
que pasa a la distancia AM = x del vértice A. Expresar el área $ de la 
figura ABNMA en función de la variable x. Construir la gráfica de 
la función S = $ (x). 

174. En el segmento 0 <x < 1 del eje Ox está distribuida uniforme- 
mente una masa, igual a 2 g, y en los puntos x=2 y x=3 de este eje 
están situadas masas concentradas de l g cada una, Formar la expresión 
analítica de la función m=m(x) — e <x< + 00), cuyo valor numén- 
co es igual a la masa situada en el intervalo (— oo, x), y construir la 
gráfica de esta función. 
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3. CONCEPTO DE FUNCION 
175. La función y =sgn x se define del modo siguiente: 
dios AO; 
SEN x= Ustaz=l: 
¡E o IN 


Construir la gráfica de esta función. Verificar que 


lx] =xsgn x. 


176. La función y = [x] (la parte entera del número x) se define del 
modo siguiente: 


Si x=2» +4, donde n es un número entero y O<r<l, entonces 
lx]=.». 
Construir la gráfica de esta función. 


177. Supongamos que 


YI=M()  (x2>0) 


denota la cantidad de números primos que no son superiores al número 
x. Construir la gráfica de esta función. para los valores del argumento 
0<x< 20. 


_ ¿En qué conjunto E, transforma la función y =f (x) el conjunto £,, 
si: 


178, yA", E-=j-15x<2). 
179. y=1lgx, E¿==(10< x< 10004. 
180, y=-_ arcctg x, E=(-0<x<-+o9]. 
181. y=agi, E_=/0< lx] < 1) 

182, y=Jxl, E.=(1<|x]<2). 


La variable x recorre el intervalo 0 <x < 1. ¿Qué conjunto recorre la 
vanable y, si 


183. y—=a+(b6—a)x, 180. y—Vx—.x, 
184. I23:> 187. y=ctexnx. 
185, I=—k- 188. y =x-4 [2x]. 


189. Calcular (0), F (1), (2,6), £ (4) si 
Ma=x*—6x' 4111 — 6x, 
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190. Calcular f(— 1), F— 0,001), F (100), si 
fo=Igx, 
191. Calcular f (0,9), (0,99), F (0,999), f (1), si 
Fo=1+![x]. 
192. Calcular fí— D,f£ IDO 0), si 
1) x para —00<x<0, 
ru =| 9% para 0Zx<+o. 
193. Calcular F(0), 2) FED ADAL AZ) > 
si 
== 
194. Hallar los valores de x, A los cuales: 1) (4)= 0,2) (0) >0; 
3f()<O, si 
2) J0=x—20 db) Mu=sin; 0) /00=(X4 1) (1). 


195. Hallar a 
po E 
si: a)f (OO) =ax+ bb) 00)=x%:0f(x)=4, 
196. Sea 


Jo) =c2x* 4 bx 4-C. 
Verificar que 
f42—3 04D + 1 F(0)=0. 
197. Hallar una función lineal entera 
A) =ax+b, 


sif(0)=-2 y £(3)=5. 
¿A qué son iguales f (1) y f (2) (interpolación lineal)? 


198. Hallar una función racional entera de segundo grado: 


FO)= ax? + bx +, 


FD=0, f(0)=1, F(1)=5. 
¿A qué son iguales f (— 1) y f (0,5) (interpolación cuadrática)? 
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199. Hallar una función racional entera de tercer grado: 
Ho=a08+b/+ cx+d, 
si 
A—D=0, /(0)=2, /(1)=—3, f(2)=5, 
200. Hallar una función de la forma 
Jx)=a-w+ be”, 
si 


F(0)=15, f(2)=30, f(4)=00, 


201. Demostrar que, si para una función lineal 
F)=ax+b 
los valores del argumento x=x, (n= 1, 2,...) forman una progresión 


aritmética, entonces los valores correspondientes de la función 
Ya =f (<A) (n= 1, 2, ...) también forman una progresión aritmética. 


202. Demostrar que, si para la función exponencial 
Ho=a"r (a>0) 


los valores del argumento x=x, (n= 1, 2, ...) forman una progresión 
aritmética, entonces los valores correspondientes de la función 
Yn =f (xn) (1 = 1, 2,...) forman una progresión geométrica. 


203. Sea f (1) una función definida para 0 <u< 1, Hallar los carn- 
pos de definición de las funciones: 


2) /Glaxk b) fm 0) A(18), 
204. Sea 
MoO=H4 ar) (a>0) 


Verificar que 


FOIE NA) =24 (0) F (4). 
205. Supongamos que 


OF =/(). 
Determinar z, si: 
2) f(x)=0x 2) f)=arctg x (x|<0Db; 


9) 1) ==; a) f0J=10g EZ, 


Hallar p[P(9) vIPCO)L P(900] y vlp(o) si 
206. p(x)=x? y p(x)=2, 
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207. p)=sgnx y pt)=Z. 


Ó si x<0 0 x= 
208. = 7 
9 () he si x>>0 y P) e si x—>ub 
209, Hallar (160) HÍTICOH. si 
d= 23: 
210. Sea 


H0)= HC IED 


nm Veces 
Hallar f, (x), si 
d=5==. 
211. Hallar f (o), si Laa 
Me+D=—3x+2. 
212. Haliar f (xx), sl 
aro  (> 2) 
213. Hallar f (xx), si 


NG)=*+V IFE > 


213.1. Hallar f(x), sl 


ia)=r. 


Demostrar que las funciones que siguen a continuación, son monóto- 
nas crecientes en los intervalos indicados: 


214. f(0)=x0 (0< xx <-+00). 
215. f(x) =sin x [-Fax<z) 
216. /(O=tgx (-F<x=<z). 


217. f(1)=2x+sin x (coo <A 00) 


Demostrar que las funciones que siguen a continuación, son monóto- 
nas decrecientes en los intervalos indicados: 


218. f(x =x?(— 0 <x=< 0) 219. f(x) =c<08 x(0< ww <n). 
220. f(x)=ctgx (0Zx<XÚm) 
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221, Averiguar si son monótonas las siguientes funciones: 


2) F(1)=ax+b, ay a 
b) [()=axthortho e f(=a" (a>0) 
c) f(= 


222. ¿Es posible pasar a logaritmos en una desigualdad? 


223, Sean y 00), Y (xj y FG) unas funciones monótonas crecientes, 
Demostrar que, si 


p (0) </() < y (1), 
entonces 
Pl < ICO < y [o (ol. 
Determinar la función inversa x =p (y) y su campo de existencia, si 
224. y=2xP43 (—-o0om<x<+oo). 
225. y=.x?; a) —"o<x<0; b0<x<+oo. 


l— 
226. I= (x 3-1). 


227. y=VY xk a) -i<x=<0, b)0=<x=< 1. 


228. y=shx, donde Shx==> (e%— e") (0 <x<-+00) 


Pu ”x 
229. y=ithix, donde Me (— 00 <x <-+00). 
230. 
Xx si —0o0<x<l!; 
y=( 1% $ l|<x<í4; 
2 si A<x<+o0. 
231. Una función f (x), definida én un intervalo simétrico (—1 DD, se 
llama par, si 
Ho x= 
e impar, si 
—x)=-— f(x). 
Determinar cuáles de las funciones dadas f (x) son pares y cuáles son 
impares: 
a) F(0=3x— x% DS E 
3 A — o 
DY) OY (=P Y RA e) fo= (Y TF 
c) f()=a Ha * (a > 0) 
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232. Demostrar que toda función f (x), definida en un intervalo 
simétrico (— L, 1), puede expresarse como la suma de una función par y 
una función impar. 

233. Una función f (x), definida en un conjunto £, se llama periódi- 
ca, si existe un número 7 >0 (período de la función, en sentido 
amplio) tal que 

fiTI=Íf0) para ef. 


Averiguar cuáles de las funciones dadas son periódicas, y hallar sus 
periodos mínimos, sI: 
a) f(x)=A cos Ax Y BsinAx 


b) f(x) =sinx + y sin 2x4 sin 3x: 


xXx 


9 fao=eF-3B3 DAVE 


d) F(x) =sin? Xx, g) =P tg Vas 
e) F6) =sin x*; h) (e) =sin x +sio (x Y 2). 
234. Demostrar que la función de Dirichlet 
l, six es racional, 
152 O a 
, six esirracional, 


cualquier número racional es un periodo. 


235. Demostrar que la suma y el producto de dos funciones periódi- 
cas, que están definidas en un conjunto común y cuyos períodos son 
conmensurables, también son funciones periódicas. 


235.1. Una función f (x) se llama antiperiódica, si 


fiD=-M  (T1>0) 


Demostrar que f (x) es periódica, de período 27. 


236. Demostrar que, si para una función f(x) (— + <x < +00) se 
verifica la igualdad f(x +7T)=kf (0), donde k y T son constantes 
positivas, entonces f (x)=4* y (x), donde a es una constante y y (x) es 
una función periódica de periodo T. 


8 4. Representación gráfica de las funciones 
1. Para la construcción de la gráfica de una función y =f (x) se 
procede del modo siguiente: 1) se determina el campo de existencia de 


la función X= [x); 2) se toma en X una red suficientemente densa de 
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valores del argumento X,, X»,..., Xan y se forma la tabla de los valores 


£ 


correspondientes de la función 
yi=f (x;) (i= E, 2, 13 mi 


3)se marcan los puntos. M;(x;, y¡) (í=1, 2,..., nj en el plano de 
coordenadas Oxy y se unen éstos mediante líneas, de modo que su 
comportamiento concuerde con la posición de los puntos intermedios. 


2.” Para obtener una gráfica perfecta de la función, se deben estudiar 
las propiedades generales de la misma. 

En primer lugar, es necesario: l)una vez resuelta la ecuación 
f(x)=0, hay que hallar los puntos de intersección de la gráfica de la 
función con el eje Ox (los ceros de la función); 2) determinar las 
regiones de variación del argumento, en las cuales la función sea positiva 
o negativa; 3)si es posible, averiguar los intervalos de crecimiento y 
decrecimiento de la función (en los cuales la función es monótona); 
4) estudiar el comportamiento de la función cuando el argumento se 
aproxima indefinidamente a los puntos de la frontera del campo de 
existencia de la función, 

En este párrafo se supone que el lector conoce las propiedades de las 
funciones elementales más simples: la función potencial, exponencial, 
funciones trigonométricas, ete. 

Aplicando estas propiedades se puede obtener inmediatamente el 
diseño de la gráfica para muchas funciones, sin tener que realizar para 
ello grandes cálculos, A veces se consigue reducir otras gráficas a 
combinaciones (suma o producto, etc.) de estas gráficas elementales. 


Problemas: 


237, Construir la gráfica de la función lineal homogénea 


y=0x 
para a=0, 5: 1; 2; — 1, 
238. Construir la gráfica de la función lineal 
y=x+06 


para óbm=0, 1,2, —1, 


239, Construir las gráficas de las funciones lineales: 
Xx 


a) y=2x +3 b)y=2—0 lx 0) y=—3-—1. 


240. El coeficiente térmico de dilatación lineal del hierro es 
a=1,2 * 10" $, Construir en una escala conveniente la gráfica de la 


función 
¿= (TP) (— 40 <T < 1009, 
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donde T es la temperatura en grados y les la longitud de la varilla de 
hierro a la temperatura 7, si ¿= 100 cm para T=0". 


241. Sobre el eje numérico se mueven dos puntos materiales. En el 
instante ¿=0, el primer punto estaba situado a 20 m a la izquierda del 
origen de coordenadas y llevaba la velocidad v, = 10 mfs; en el mismo 
instante 1=0, el segundo punto estaba situado a 30m a la derecha del 
punto O y llevaba la velocidad », =— 20 mfs. Construir las gráficas de 
las ecuaciones de los movimientos de estos puntos y hallar el tiempo y 
el lugar de su encuentro, 


242. Construir las gráficas de las funciones racionales enteras de 2” 
grado (parábolas): 

a) y=ax? para e=1, 5 2 —l; 

b) y =(x—x,)parax,=0,1,2, —1; 

ec) y=x4+c< para c=0, 1, 2, —l, 

243. Construir la gráfica del trinomio cuadrático 

y=0x + be +<c, 
reduciéndolo a la forma 
Y =Yy + 2 (x— Xp)" 


Examinar los ejemplos: 
a) y=8x—2x?; ce) y=-—x*+2x— l; 
b) y= 3x4 2 d) y= ¿1h l 


244. Un punto material ha sido lanzado bajo el ángulo «=45* 
respecto del plano del horizonte y con la velocidad inicial vy = 600 mífs. 
Construir la gráfica de la trayectoria del movimiento y calcular la altura 
máxima y el alcance horizontal (considerar aproximadamente 
g = 10 m/s? ; se desprecia la resistencia del aire), 

Construir las gráficas de las funciones racionales enteras de grado 
superior al segundo: 


245, y=x2+P1, 247, y=x*—xt 
246. y==(1—x12) (23 x). 248, y=x(a—x) (a+x) (a > 0). 
Construir las gráficas de las funciones lineales fraccionarias (funcio- 


nes homográficas; hipérbolas): 
1 l=x 


249. y==— 250. y= 


Xx 
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251, Construir la gráfica de la función homográfica 
ax +, 


man lad —bc 50, c30), 
reduciéndola a la forma 
A 
Examinar el ejemplo 
> 


252. Un gas a la presión Po = 1 atm. ocupa un volumen vy = 12 m?. 
Construir la gráfica de la variación del volumen » del gas en función de 
la presión p, si la temperatura del gas permanece constante (ley de 
Boyle-Mariotte). 

Construir las gráficas de las funciones racionales fraccionarias: 


253. y =x-+--— (nipérbola). 
254. y=x*+4 — (Tridente de Newton). 


255. ds 256. y = + (curva de Agnesi). 
257; == a (serpentina de Newton). 
] 1 ) 
258. Sd ae 261. dl vs meigadr de pe pasen 
bx —2 
259. y= + 262. A 
260. yI=23 HH Let. 


263. Construir el diseño de la gráfica de la función 


aq bie 
ETT (a, 550), 


reduciéndola a la forma 


Examinar el ejemplo 


264, Construir la gráfica del valor absoluto de la fuerza de atracción 
F de un punto material que está situado a la distancia x del centro de 
atracción, si F= 10 kg para x= 1 m (ley de Newton). 
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265. Según la ley de Van der Waals, el volumen » de un gas real y su 
presión p, a una temperatura constante, están ligados por la relación 


(p+ 5) iu—b=:c. 


Construir Ja gráfica de la función p=p (v) sia=2,b=0,1 y c= 10. 
Construir las gráficas de las funciones irracionales: 


266. y=3Y —x—2 (parábola). 
267. y =+xVx (parábola de Neil). 
268. y =+ y VW 100—+” (elipse). 
269. y=+Vx"-—1 (hipérbola). 


í= 
270. y=-+ VE 271. y=>+xY t00— ax, 


272. y=-+x Va (cisoide). 
2738. y=+ Vie—18=x5% 
274. Construir la gráfica de la función potencial 
y=x" 
para: a)n=1,3,5;b)n=2, 4, 6. y 
275. Construir la gráfica de la función potencial 


y=x 
para: a)n= — 1,- 3;b)n=- 2, — 4. 
276. Construir la gráfica del radical 
y=Y7 
para: a) m=2,4;b)m=3, 5, 
277. Construir la gráfica del radical 


y= Vx 


si: a) m=2, £=1l; e) m=3, k=4: 
b) 1=2, ¿=3; f) m=4, k=2; 
c) m=3, k=1l; g) m—4, k=3, 


dim=3, k=2 
278. Construir la gráfica de la función exponencial 
( e 
para a=>3, 1,2, e, 10, 
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279. Construir la gráfica de la función exponencial compuesta 
y= evi p 
si: 
l 


! 
AZ] OA e) Y=>—3; 


Ñ 2 
Y a=% Dusa Dy= 25. 
280. Construir la gráfica de la función logarítmica 
y=log, x 
1 


paraa=>, 2, e, 10, 


281. Construir las gráficas de las funciones: 
a) y=la(—x); b) y=-—In x. 
282. Construir la gráfica de la función logarítmica compuesta 


y= In Y, 
9] 


a) J=1+x% b) y =(x— 1) (42) (x— 3); 


pes 1 
c) A=+ d) E e) 4=1 ++, 


283. Construir la gráfica de la función 
| y=10g, 2. 
284. Construir la gráfica de la función 
y=Asinx 
para A=1, 10, —2. 
285. Construir la gráfica de la función 
Y =sin (x— xp), 


ó rn xr 2 
Ss A=0 7,73, q.T 
286. Construir la gráfica de la función 


y =sSin nx, 
1 | 
, E 3 . 
237. Construir la gráfica de la función 
y=acosx-Pósinx, 
reduciéndola a la forma 
y =AÁsin (x-— xy). 


si n=1, 2,3 


Examinar el ejemplo: y = 6cos x + 8sen x. 
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Construir las gráficas de las funciones trigonométricas: 


288. y =C05X. 293. y=sinl x. 

289. y=tgx, 294. y =sin? Xx, 

290. y=ctg x. 295. y=ctg? x, 

291. y =3ec x. 296. y=sinx sin 3x. 
292. y =CSC X. 297. y= Y cos x. 


Construir las gráficas de las funciones: 


298. y=sinx? 304. y = ==. 

299. y=sin—. 305. y=e*cos x. 

300. y==c05 z. 308. y=3:2*V sinax. 
300.1. y =sinx. sin—. 307. y= ETA 

301. y=tgZH. 308. y =In (cos £L 

301.1. y =5ec => 309. y=cos(Ín x). 

302. y=x(2+sin-). 0 papi 


303, y=3+ Y Aint, 


Construir Jas gráficas de las funciones circulares inversas: 


311. y =arcsin x. 317. y=arcctg e 
312. y= arccos *. 318. y =arcsin (sin x). 
313. y=arctg x. 319. y =arcsin (cos x). 
314. y=arcelg Y. 320. y=arcecos (cos x). 
316. y==arcsin — 321. y =arctg (tg x) 
316. y=3 recos—. 322, y =arcsin (2 sin x). 


323. Construir la gráfica de la función 
y ==arcsin yy 
sl 


q E 
a) yy =1 7» c) METERS 


28 A 
DASS dy ne 
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324. Construir la gráfica de la función 
y =arctg y, 
si: ) 
1) )3=x% b) 31 =33 0) 4=Inx q) === 

324.1. Construir las gráficas de las funciones: 
a) y=x— 3x4? 

13 
DIA 
c) A EE 
d) y =Y x (1 -—x? 
e) y=3si0 (543); 


nx 
DARA 


1 
E) y ———; 


21 
h) y=18 (0 — 3x4 2); 
1) y=arcsin (3 —sin x); 
: ! ! 
j) y=200g (+ + 3): 
k) y =108co3 y Sin X; 
1) y= (sin JU *, 


325. Conociendo la gráfica de la función y=f(x), construir las 
gráficas de las funciones: 


a) y=— f(x) db) y=3f(—x) 0) y=—f(—x) 


326. Conociendo la gráfica de la función y =f (x), construir las 
gráficas de las funciones: 


a) y=(x—Xo); co) y=/(2x) 
D) y=23 MP (—A0)) d) Y =P (Rx 0) (£3= 0) 
326.1. Sea 
I=|x] si [x]<1!; 


no=l, si jxl[> L 
Construir las gráficas de las funciones: 


y => (104 (+8) 
pará ¿=0, t=1l Y f=2, 
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327. Construir las gráficas de las funciones: 
a) y=2= YI—x; d) y =—aresin(1 4 x): 
b)y=1—e"* e) y=3+2c05 3x, 
c) y<= la (1 > x); 
328. Conociendo la gráfica de la función »=*f(x), construir las 
gráficas de las funciones: 
a) y=1f(0)h b) y=+( FI LO) c) y => (1/12) |— (0). 


329. Conociendo la gráfica de la función y=f(x), construir las 
gráficas de las funciones: 


3/0 d) y =f/ (0); 
b) y=V f(x) e) y =sgnf (x); 
co) y =I0/(4); n y=1/()]. 


329.1. Sea 
[=ix—ab—x3 (a< D). 
Construir las gráficas de las funciones: 
di=/00 ey) =e”; 
b) yJ=E 5 DN y=18 10); 
c) y= aj : g) y =arcctg f(x). 
dy=VYF(% 
329.2. Construir las gráficas de las funciones: 
a) y=arcsin [sin f(x); d) y =arccos [cos f (x)); 
b) y=arcsin [cos f (0) e) y ==arctg [tg f4), 
c) y =arccos (sin f (x)); 
ec 1) (== 2/6) =x. 
330. Conociendo las gráficas de las funciones y =f (x) e y=g (x), 
construir las gráficas de las funciones: 
dy =/1M+ 2 Dy=7/(0g80k 0) y glp 


Aplicando la regla de la suma de las gráficas, construir las eráficas de 
las siguientes funciones: 


331. y=1+x+.e”. 335. y =sin x— + sin 3x +5 sinóx. 
a A Yu". 337, y=sin*x+cos' x. 
. Y=x-—=+sinx. 338. y=|l—x|+]1+x1 


334. y= arcig X, 
y =x--arcig x 339, y=|l—x|—|l1 ++! 


335. y=c05 x | y cos 2x + cos 3x. 
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340. Construir las gráficas de las funciones hiperbólicas: 

a) y=chx, donde ch == le" Jer; 

bj) y =shx, donde sh 1=>3 le— e”, 


sh x 
c) y=thx, donde hx=22. 


Aplicando la regla del producto de las gráficas, construir las gráficas 
de las funciones: 


341. y=xsinx. 345, y=e"“cos2x, 
342. y=xXc0sx, 346. Yy=xsgn sin x). 
393. y =x' sin” x, 347. y=[x)|sinxmx]. 

sin x 4 
344, 3] Ta 348, y =c0s x-sgn (sin x). 
349. Sea 


11% siilisT 
1a=4 0, si ll >t. 


Construir la gráfica de la función 
y=f(0f la — x), 


si; 
aja==0; b)a=1l; ec) 2=2, 
350, Construir ia gráfica de la función 
J=x+ Vxsen (sin 3cx). 


Construir las gráficas de las funciones 


a 
¿23 


si: 
3531. (13 =x* (1 — a). 354. fix)=1n x. 
352. (09 =x[1— 3, 355. f(1)=e* sin y. 
353. fix) =sin* x. 


356. Construir la gráfica de la función compuesta 


ISO (0, 


donde u = 2sin x si: 


—1 para —o<4<—1; 
Ha=jJ 2 para —1<u< 1; 


1 para  1<14Z+o00. 
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357. Sea 
A as 


Construir las gráficas de las funciones: 


a y=plp( cc y=v [e (0)) 
D)yI=P1V60H dy) y=vI Wo] 
358. Sea 
fl si |x[<1; 
Pa sE 


A 2% si |r]=?2; 
| >) si lxp>2 
Construir las gráficas de las funciones: 


a) y =p yt lp 0) 
b)I=0P1Ph d)y= vivo 


359, Prolongar a la región negativa x <0, la función f (x) definida 


en la región positiva x > O, de modo que la función que se obtenga sea: 
1) par; 2) impar, si: 


a) fO=l=x  d) f()=sinx; 
b) Fo) =2x—x*; e) ((=e”; 
0) >= V X; D fG)=I.x. 


Construir las gráficas correspondientes de las funciones. 


360. Averiguar, respecto de qué ejes verticales son simétricas las 
gráficas de las funciones: 


a) y=ax?i4+bx+< c) y=Va+x + Vb—=x (0<a<b) 
b) rd d) y=2+b cos £. 


361. Averiguar, respecto de qué centros son simétricas las gráficas de 
las funciones: 


a) y=ax—+b; d) y=5+> — +: 
b) y= E e) y=1 py x—=2, 


Sd ds e 
s0 


4, REPRESENTACION GRAFICA DE LAS FUNCIONES 


362. Construir las gráficas de las funciones periódicas: 
a) y =!sin<l b) y=sgncos x; 
cy == f(x), 
donde Ma=AF (23) SS 0<x<Z2l y FxH20=f(x): 
d) y =[x]—2 5] : 
e) y =(x), donde (xr) es la distancia del número x hasta el número 


entero más próximo a él 

363. Demostrar que, si la gráfica de una función y=f(x) 
(o <x<+00) es simétrica respecto de dos ejes verticales x=a y 
x= b (b >a), entonces la función f (x) es periódica. 

364. Demostrar que, si la gráfica de una función y=f(x) 
Co<x<-+o) es simétrica respecto de dos puntos 4 (2,yp) y 
B (b,y,) (b>a), entonces la función FG) es la suma de una función 
lineal y una función periódica. En particular, si yg = y,, la función f (x) 
es periódica. 

365. Demostrar que, si la gráfica de una función yY=f(x) 
(00 <x < + 00) es simétrica respecto del punto A (a, yy) y de la recta 
x=b(b a), la función f (x) es periódica. 

366. Construir la gráfica de la función y =f(0) —aoa<x<+o) si 
FA+D=200yf00=x (1 -x) para 0<x< 1. 

367. Construir la gráfica de la función 

ISA (— << 00), 
si 
Fita (+ sin x y F(G=0, paira0=<x<H. 
368. Construir la gráfica de la función y = y (0), si: 
a) =y—y" Cc) x=y-— In y; 
Es 


a $, 2. Ej 
b) x= HER? d) x"=sín y. 


369, Construir las gráficas de las funciones y = y (4), dadas en forma 
paramétrica, sl: 


ax=1-—f, y 1 ft 

l Í 
b)i=tH+>7, A: 
C) x=1l0cosf, y= sin £ (elipse); 
d) x=:chtf, y =5hf (hipérbola); 
e) x=5co0s*1, y=3sin E 


D x=2((—sint),  y=2(l—cosf) (cicloide): 
rr, ¿= Y FL >). 
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370. Construir las gráficas de las funciones implícitas: 


a) —xy—+y*=1 (elipse); e) sia x= sin y; 

b) "+ y*— 3xy =0 (hoja de Descartes); f) cos (xx*) =cos (7); 

c) Vx 4 Vy=1 (parábola); e) A =y" (0, y >0); 
1 z 

d) x* + y? =4 (astroide); h)x—|x]|=y—|y]. 


370.1. Construir las gráficas de las funciones implícitas: 
a) mintx, y)=1; — Cc) max(|x], |y])=1; 
b) max(x, 9=1;  d) min(x*, y =1. 


371. Construir las gráficas de las funciones r=" (p) en un sistema 
polar de coordenadas (r, pp), si: 


a) r =0 (espiral de Arquímedes); 
b) ro (espiral hiperbólica); 


c) == 0<p< +00); 


d) r=2* (espiral logarítmica); 

e) r=2(1 + cos q) (cardioide); 

f) r=10sindp (rosa de tres pétalos); 

2) 1*=36 cos 2p (lemniscata de Bernoulli); 


)p=;] 4>1; 
1) p=2a1sinr. 


371.1. Construir en coordenadas polares r y y las gráficas de las 


siguientes funciones: 
a) p=4tr—=r" cir +q*=100, 


12 
b) PG 


371.1. Construir en coordenadas polares r y «y las gráficas de las 
funciones dadas en forma paramétrica (1 > 0 es el parámetro) 


a) p=*cos* ft, b) p=1 27 sin E, 
r==1 sin? t, j r=1—27 005 E. 
372. Resolver aproximadamente la ecuación 
xi —3x41=0, 


construyendo para ello la gráfica de la función y=x*-- 3x+ 1, 
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Resolver gráficamente las siguientes ecuaciones: 
373. xi —4xr—1=0, 376. lg x=0,1x. 
374 xiáxt+l=0. 377, 10'=x2 


375. 1==2”*. 378. tgx=x ((<x<2nm). 
Resolver gráficamente los sistemas de ecuaciones: 
379. x+y?-=1, 16x* 4 y=4, 


380. 24 yY=100, — y=10(%—x-—2). 


8 5. Limite de una función 


1. Funciones acotadas. Una función f(x) se llama acotada en un 
intervalo dado (a, b), si existen unos números m y M tales que 
m<fid <=M 
para x € (a, b). 
El número Ma = inf f(x) se llama ínfimo de la función FO, 


x€ (a, 5) 
y el número M)= sup ¿f() supremo de la función en el intervalo 
Xx EÉ (a, b) 


considerado (a, 6). La diferencia My, — ma se llama oscilación de la fun- 
ción en el intervalo (a, b), 

2. Límite de una función en un punto, Supongamos que la función 
f(x) está definida en un conjunto X= (x)que tiene un punto de 
acumulación a, La expresión 

A (0 
denota que, para cualquier número e > O, existe un número 
$=65(+)>0 tal que, para todos los valores de x, para los cuales f (x) 
tiene sentido y cumplen la condición 0<|x-—aj| <8, se verifica la 
desigualdad 

¡A |<e. 


Para la existencia del límite (1) de la función, es necesario y suficien- 
te que para cada sucesión Xy —4, Xp Ea(ín=1, 2,...) se cumpla la 
igualdad (Xx, € M) 


lim f(x,)=A. 
n-— o 
Subsisten los dos límites notables: 
| 
Y 


Doim”21,  2limd+37=e, 
x— Xx L£—(Ú 


Criterio de Cauchy. El límite de la función f (x) en el punto a existe 
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cuando, y sólo cuando, para cualquier 2.> O existe un número 
9 =56 (2) >0 tal que 

[FR] < e, 
si0<tx-—al<by0<|x" —al<ó, donde x' y x" son dos puntos 


cualesquiera del campo de definición de la función f (1%). 
3.2 Límites laterales. El número 4” se llama límite a la izquierda de 


la función en el punto a: 

A'= lim f()=f(a—0) 
, r—a—Ú 
si 

VA'— f(x) <e para 0<a—x-<6Ó (e). 
Análogamente, el número 4” se llama límite a la derecha de la 

función f (x) en el punto a: 

A"= lim f(0)=f(1+0), 

a+0 


AA 


si 
|AT—[(x)] <= para 0 <x—a <6 (e). 


Para la existencia del límite de la función f fx) en el punto a, es 
necesario y suficiente que 
Fa—0)=f (a+ 0). 
4. Límite infinito, La expresión simbólica 
lim f(x) =00 
ia 
denota que para cualquier E > 0 se verifica la desigualdad 
If) |>E, si 0<|x—a <6(E). 
5.2 Límite parcial Si para alguna sucesión Xy —a (xn $4) se 
verifica la igualdad 
lim f(x,)=8, 
el número B (o el símbolo co) se llama límite parcial (finito o infinito, 


respectivamente) de la función f (x) en el punto a. 
Los límites parciales mínimo y máximo se denotan mediante 


Um f(9 y Tmf() 


y se llaman límite inferior y límite superior, respectivamente, de la 
función f (x) en el punto a. 
La igualdad 


lim f(x) = lim F(0 
r—a —>4 
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es condición necesaria y suficiente para la existencia del límite (finito o 
infinito, respectivamente) de la función f (x) en el punto a. 


Problemas: 


381. Comprobar que la función, definida por las condiciones: 


m 


F)=n, si As 


donde m y n son números enteros, primos entre sí, y 1 > 0, y 

fG0)=0, sí x esirracional, 
es finita, pero no está acotada en cada punto x (es decir, no está 
acotada en cualquier entorno de este punto). 


382. Una función f(x), definida y localmente acotada en cada 
punto: a)de un intervalo, b) de un segmento, ¿estará acotada en el 
intervalo dado o en el segmento dado, respectivamente? 


383. Comprobar que la función 


está acotada en el intervalo — o<x<+o, 
384, Comprobar que la función 


1 ] 
f(x) =-] Cos — 
no está acotada en todo entorno del punto x =0, sin embargo, no es 


infinitamente grande cuando x — 0, 
385. Averiguar si la función 


F()=In x- sin" E 


está acotada o no en el intervalo UÚ<x<e. 
386. Comprobar que la función 


Ma= + 


tiene en la región 0 <x < +0 el ínfimo m= 0 y el supremo M= 1. 


387, Una función f(x) está definida y es monótona creciente en el 
segmento [2, b]. ¿A qué son iguales el ínfimo y el supremo de dicha 
función en este segmento? : 

Determinar el ínfimo y el supremo para las funciones: 


388. f(x) =x* en [—2, 5). 


389. Nd=pa en (—00, -Loo). 
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2x 
890, f()=¡ 7 9 (0, +00). 
391. No=x 42 en (0, +00). 
392. fix)=siux en (0, - 09), 
393. f(x) =sinx-+cosx €n [0, 231). 
394. f(1)=2* en (— 1, 2). 
395. f(x) =]x): a) en (0, 2) y b) en [0, 2]. 
396. / (1) =x— [x] en [0, 1]. 
397. Calcular la oscilación de la función 
a=x 
en los intervalos: a) (1; 3); b) (1,9; 2,1); e) (1,99; 2,01); d) (1,999; 
2,001). 
398. Calcular la oscilación de la función 


10) =artg 
en los intervalos: a) (— 1; 1); b) - 0,1; 0,1); e) (- 0,01; 0,01); d) 
(— 0,001; 0,001). 


399. Sean m [f] y M [/] el ínfimo y el supremo, respectivamente, de 
Ja función f (<) en el intervalo (a, b). 
Demostrar que, si f, (x) y f, (x) son funciones definidas en (a, b), 


entonces 
mf +f]2=m[1]4m[f,) 
MIA+A] <ML + MEf.1. 


Construir ejemplos de funciones f, (x) y f, (x), para las cuales en las 
últimas relaciones se verifica: a) la igualdad y D) la desigualdad, 


400, Sea f (%) una función definida en la región la, + vo) y acotada en 


cada segmento la, 5]. 
Hagamos: 


m(x)= i0f f(E) 


0xZiZx 


M()= sup /(E). 
Si Ex 


Construir las gráficas de las funciones y = m (x) e y =M (x) si: 
a) f(x)=sinx y b) /(x)=c0sx. 
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401. Mediante un razonamiento («2 — $», demostrar que 


lim x=4, 
x-1 


Rellenar la tabla siguiente: 


e 
E | 0,1 | 0,01 | D,001 | ooo | 


Ed E 


402. Empleando el vocabulario «£ — 5», demostrar que 


; l 
lim ——- = 
21 (lx) 1% 


Rellenar la tabla siguiente: 


E | 10 | 100 | 1000 [10000 
$ 


ll] 


403. Formular, mediante desigualdades, las siguientes afirmaciones: 


a) lim f(x)=b; b) 1 FLOR Cc) lim FED. 
xa A xa) 


Dar ejemplos correspondientes. 
Formular, mediante desigualdades; las siguientes afirmaciones y dar 
ejemplos correspondientes: 


404. a) limf(0)=b; b) lim Hx)=0; €) lim f(x)=5. 
Xx —— 00 X—+00 


405. a) Ñ lim f(x) =00; (lim f(4)=>+200; 
x—2a rm a—( 
b)  limf(x)=—o0; £) lim Rs; 
xq Lor a+ 
Cc)  limf(x)=-+00; h) OS — 00; 


d) lim f(x)=00; i) lim f(0)=-+ 200. 
0 1>a+0 


e) lim 0) = 0; 


—i— 


57 


CAPITULO 1. INTRODUCCIÓN AL ANALISIS 


406. a) dim f(1)=09; f)- lim f(x)=+ 09; 
b)  limf()=—00 8) E F)= 0; 
c) limf(=+003 h) aL FA) =-— 09; 


d) lim f(5)=09; i) er F)=+00, 


407. Sea y=f (xx). Formular mediante desigualdades el significado 
de las expresiones siguientes: 


a) y >b—0 cuando x-—>4; E) y >b—0 cuando x—>00; 
b) y > b—0 cuando r—a—0;  h)y—>b—0 cuando Y —=—00; 
cy) y >6-—0 cuando x-—azj0, i) y >b—0 cuando x—>-+|09; 
d) y>¿+0 cuando x—> a, j) y >b490 cuando *->00; 


e) y >b40 cuando x-—a—=0, k)y>—b40 cuando >= 00; 
Dy—b+0 cuando x>az+0; 1) y>b+0 cuando *-—>+00. 


Dar ejemplos correspondientes, 
408. Sea 


P(x)=0p"+ax"i4...+4p 


donde a; (¡=0, 1, ..., 2) son números reales. 
Demostrar que 
tim jP(x)]=+ 00. 


x—o 


409. Sea 
A 
RO) Ti 
donde ay 40 y by +0. 
Demostrar que 
| 00) Si n>A,; 


0 


lim R()= E si 1=m; 
ES si nm. 


410, Sea 
RO: 
donde P (x) y O (x) son polinomios en x, y. 
P(a)=Q (a) =0. 
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¿Qué valores puede tener la expresión 


Hallar los valores de las siguientes expresiones: 


a xa—] 
411. 3) loa: A: b) o E c) A Fe FEET Ye 


o IA 


x—0 
e (14 2J— (1452) 
413. a E => 


E 


A 


414. lim 


xD 


(m y n son números naturales). 


o la — 1) (x— 2) (x — 3) (x —4) (x —5) * 

415. qa ON CEE E 
(Le — IPP (Ie 90 

ai: TIE y E 


317. lim ELPUESVALEED, 


[mor 


”— id 


*—3dx+2 
419. lim ¿22% , 
2 Pr +3 


AB 2 
420. Aa" 


A 1 DP 
be — 121 + 16319" 


dsd ia E E SA 


x—] 


> i 


o pl 
424.1. ob M2 FT . 
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1 ñ 
425, lim 5 Cm y n son números naturales). 


1% 


O —a%—nar*(x—a) 


426. lim EZ (n es un número natura)), 
x—«a 
+ , 
427, o DEE (n es un número natural). 


(x — 1)* 


xXx] 


428. lim (or an Tx") (m y n son números naturales), 


: LIf a 2a lay 
o do a ee) 

A | ay* 2a y” (n—ijay” 
ls o E ecos Y 
Indicación. Véase el ejercicio 2, 

Del de al 


431. da Apis E ay” 


E] SES 3 
432. lim E 5) 
nod 3 


Indicación. Véase el ejercicio 3. 
COPE EP q (Bn — Y 
o pa e La 
434. Caijcular el área del triángulo mixtilíneo OAM (fig. 3), limitado 
por la parábola y =bd (2). el eje Ox y la recta x=a, considerándola 


SS 


S 
, 


Fig. 3 
como el límite de la suma de las áreas de Jos rectángulos inscritos de 
base Z, donde n — oo, 
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| Viv 
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435. lim _—— 
E=+0 Yx+ xo A 9 
3.” ar 
436. lim AAA NAR 441. lim Y A=842 
+00 Y 2:41 rr 8 
VIT LI 
437. lim E 442. lim pon 
L-»4 Vx -—2 AS Pl 
438. lim L2=423 443. lim VI EW—5 
c>— 3 24 Y rx nt Y xx —i á 
¡A Va +Vx-—ad 
439. lim 
0 po (a > 0) 
”r 
TR! 
4344. lim PARA (n es un número entero). 
r>»0 


445. lim PARA 


x—Ú 
446. lim Y 8 +32 
x-0 AA 


3 
447. lim E E E Aa 
x—0 2 y 
VIFxr—VY le 
448. li € 
eo VIE Y I=x 


452, lim LIE VFB 
Xx 


1—( 


453. lim ETA AS ETA 


—0 


449. lim LENA +19 


Pe y x-+9 


451. lim 


«0 1+5x —(l a) * 


(m y n son números enteros). 


(m y n son números enteros). 


454. Sea P(x)=a,x +42x? +... +44X" y sea m un número entero. 


Demostrar que lim 


x—0 


Calcular los límites; 
455. lim VEL 


E | x —l 


455.1. hon - a) 


E E 
456. lim UY 0-W2).. 


pS (1—= xa 


r—] 


VERDI 
Xx 


a 


(nm y n son números enteros), 


UY), 
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457. lim Vr DdE+F5S—«xl 
458. lim dilema 


x— +00 


459. lim x(Vx+2r—2Vx34x +3). 


kr ro] 


460. lim AA Y yy ty? +y_ 2/14 y Y) 
461. lie WAIATAFi—y 41. 
462, lim (Y PI Y xi 2x). 


A a 


2 2 
463. lim x? ¡[o0n py —(x— yal, 


464. lim DA (Vx E2—2y + 1+/V x). 


x>-—700 


465, lim MAS Ve ba) —x). 


466. lim A A Ve Wade 1" (n es un número natural). 


x +0 


At a Y 7 y ya 
467. E a A (n es un número natural), 


+0 


468. Estudiar el <omportamiento de las raíces x, y x7 de la ecua- 
ción cuadrática ax? +bx+c=0, si el coeficiente a tiende a cero, 
mientras que los coeficientes b y e son constantes, siendo bH0. 


469. Hallar las constantes a y b de la condición 


470. Hallar las constantes a; y b; (¡=1, 2) de las condiciones: 


lim (Y —=x+F1t—ax—b,)=0 


XA» —0 


lim (Y - —x+l—a, x—b,)=0. 


x>+0 
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47. lim MX, 475. li KHz 
x»o * >>, sin" x É 
4792. lim 2 sin óx— sin 3 
E 76. lio LAMA 
co * pide lo six 
pan s/n mx 
473. a sin nx 477. Jim 242093 A es A 
0 Xx 
myn í 
(rm y a son números enteros) 478. lim IEsInA—cose 
474. lim L=“05% xora 1 E sin px tos px * 
X-rd 3 dl 
479. lim te2xt (4— 
474.3. tim EX E E da 4 JA 
A>0 A 
e 480. lim (1 —x) tg e 


481. Demostrar las igualdades: 


a) tim sin x= sin a; 
x—>d 


2n— 1 


Cc) lim lgx==tga (a 
—0 
Calcular los límites: 


Sin Xx — sina 
18 ia A 

1>0 — 
"LOS XxX —=C051 
x—Qq 


483, 


Jim 
> 
o lklx=-tpa 
484. lim 24282) 
x — «a 
o Cex —ct 
485. lim 2282 
xa 
SCCX — Seca 
x—a 


4856. 


CÓSEC Xx — COSec a 
x—«u 


487. lim 


r>0 


488. 


z2>0 


489. 


x— 3 


491. 


492. 


493. 


D) lim cos x—cos a: 


10 


ma=0, +1, +2, el 


490. lim L(2£4-2%)= Aga) 4 ga 


ra 


10 
lim SR(2-4 2) — 2etg (a+ 1) 4 cg a 
Xx — Xx ú 


sin (2 4 x) sin(a 4 2x)— sin? a 
e cc e o AL 


«lim 

r—+u Xx 

lim ¿six + sinx— 1 
y 2sintx— 3sinx—+1 

ra — 


494. lim l — cos x cos 2x vos Jr 


pea | — cosx 


pa sin (a 4 2x) — 2sin (9 + 1) + sin a 
Le i 


li cos (a —- 2x) — 2c0s (a +1) +e054 
im ¡EOÓOQOQs——_ A A y 
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: q e 
495. lim > ) xo VI Exsinx— Ptos x 


Ny Y ios — YY cosx 


496. lim ir — Mar Ñ 2: San sint x 
n 
2 C05S +3) YT mae 
ec ( E 502. lim ? l= cosx 
 le(o+xte(a—x)— teta 2D al 
497, lim NO A j Yin x 
r1>0% 503. lim A == + 
20l L — ctg?x x»o [cos (Y x) 
po . - lim A yq . e 3 AAA 
2— cla x — clg?x l — cos xl! cos 2x cos 31 
PESA 0 
499. lim Y Eta VU+sinz ELE 505. tim (sin Vx+ 1— sin Vx). 
I>0 A £=+00 
+ 1 Fx 
: Xx l—zx ly 
A (mr) a 
c) lim 7 Ñ 
es di 
b) lim 2) EL, 
1 2 ” 214 b,1x 
Am] p4r 1 
616, lim (e) 


xx x= +0 
) ta, >0, a, > 0) 
517, lim (1 arjoets, 

x—0 


. +2 
ia (a =i 


508. lim E : IA 


roo Vat +1 518, lim (1 -+sinxx)jtenz 
EN | 
, 21n 1 
509. lim (sin” ) tes 
po e Sn +Ip 519. lim rr 
Ñ o Ñ li x0 rana 
510. Ala [te (5 +»)] a lHigrluez 
Ao 750 819.1 Pai (E) . 
511. lim (Ey. o [sinx Vera 
. O xl, 620. ae (5) a 
E z E A 
512. Mim (55) 52L. dm (2, 
ro 1508 2x 
O B22. lim (tg xy, 
pibas (da=r)"- PE 
514, lim 1%) 1—2xY, 523. lim (sin 34, 
x—0 de 
2 
515. lim eta 524. lim [te (Ex pre 
A ] x—0L 4 . 
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A 
AA 


PT O IT A ir A A PA 1 


SR 


. | ¡eS 
525. lr (sin —4cos z) ] 


 — 0 
z —_—_——— 
526. lim Y cos Vx. 
z—0 
faq+x 
527. lim (7 Er). 
528. lim cos". 
hc Va 


529. lim a 


—0 


5. LIMITE DEUNA FUNCION 


531.) 22 (a>0) 

532 lim  [sintn(x+1)—sinIn x]. 
da >] 

833. lim —MÉ*=x+1) 


só nat el)” 


F 100+x2 " 
34. Hon (12 110% 100x7)- 


In (2-42) 
535. a mote: 


IU VA Y) 


¡ qe 536. + 
pa O (x — 1) —1n x]. OS PEA 
537. lim 108 1104 log (1) 7 log (> 0). 
' 
Ing (H+ax) 545. lim (E . 
538. lim — 5 lim (rra) 
Po sin bx 
A lb sin x cos ax Yetgix 
461. Him (Linz) 
539. dim E A i Pad LE sin x cos fix 
x—Ú 
; nx+ Y 1—nix? 545.2. lim en me 
540. dim, 10) EE 
15%) sin? (31 - 2%) 
540.1. lim nm 545.3. pan y ln [cos (1 + 2)] * 
x—0 la (x4+ Y 1=x3) 
|] Ni nfn Il 
su in EL (0>9 501 (7 +2) 
x__ y2 Pen 
542. lim £ =- (a > 0) 547. e sin ax— sin px * 
a 548. lim % er>0 
543. lim q (a > 0) a A > 0). 
544. lim (x+er*. di lim < - (a>0) 
x—0 
x+4A *A__ 
550. lim ARE (a > 0), 
Y gra x+b x=+b A A -— 
551. 1 552. lim (Yx—1) (2 >0) 
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553. lim n(Yi—"“ YD (>0. 


n—(ó0 


$54. lim (Eres (a>0, b>0). 


n -. 00 


, F 
555. lim Esa LE) (a>0, b>>0). 


o 


550. lim san ic pets (a>0, b>0, 220) 


2 (E 
557. tn (ete (a>0, b>0, c>0). 
558. tim (5 E a 0, 570) 
559, Mim e (a > 0, b> 0). 560. tim E (a > 0). 
E a aa 
562, e ln (1 od +5). 563. lio (1—x) log 2. 


564. Demostrar que 
tim 2=0 (a>1, 2n>0) 


He > 
565. Demostrar que 


-—— 10gg 
lim “L:2=0 (a>1, £>0) 


I>+m 
Calcular los límites: 


on Inf), e. LEE 
566. a) lim qn! o) Mo pea 


667. lim MÚ+RN_ 
x—0 In la YT 2)" 


A Ar EDO (+ 1D)+. Jn x]. 
569. lí 5 in In ax 
6 da | (xln a)+1 f a] (a> 1). 


n— 
q 


A 


A 


5. LIMITE DE UNA FUNCION 


4>+|0 


570. lim (ta ==. Az 
VR ia 


671. tim VI Exsinx- sinx—Í 


da ARA 
572. im 595 (xe*) pe (1e7*) , 

0 E 

= e 

573, lim(2e=F—1y +, 574. lim(2— xp" 

x-—0 X=-»] 

tl sint+3 

675. lim == _ (20>0, P>0). 


K£ ya — sin* x) (1 — sin? x) 


rc — 


Y. 


576. a) tim EX ao 


x>D E -—, 


c) lim ms (véase el ejercicio 340), 
> 0 


, sh! yx 
576.1. Al NE 


sh VA Ex— sh Ve —z y 


(véase el ejercicio 340). 


577. lim 


x-00o ch x 
577.1. a) a b) lim ue 
—«a L> a 
577.2. lim hnchx ; 
ro 11 COS x 
578. lim(x — Inch x). 
al ) 582. Cl arccos Voz +Hx—x). 
sin ax sin xr 
570 im ASE E 
o a 
ch m3 ' 
580, lim 584. lim arcc y 
n=>00 l cos TE y > 00 E VE 
581. lim arcsín — 585. lim BL 4/4) arctgr ; 
E=+00 +. hp a 
In ] + 
586. lim == 


x +o IU g tl 4x1) — aretg (1 — SN 
; | n xX 
587. ad | marc ADE » tg” € +3,)| á 
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: n Xx 
538. e (a+ arcty a 1) ; 


. 1 . Xx 
589. lim x (7 — arcsin Er 


xorpoo NL Vat)” 
, (— iy coses lr Vir) 
590, lim | 14: , 
La AE 
¡A 
691. lim Ti £ x2 » 592, lim xInx, 
x-0 X x>-+0 


593. a) lim (Y Fx—xh d) lim (Vx-FEx—a. 
x>+-00 


594, a) lim (VWiTFxPx—VI=x Ex 


b) lin VITE*-VT=3T A, 
A rr 
594.1, Calcular 
i= lim f(4— lim (0, 
34D FAR —Q 

sl 
de al JE 
Vo 


Ñ 1 
595. a) lim ¿Hrcta == b) lim arctg 


XA i— 1A31+0 


f(x) = In 


1 
l=x”* 


596. a) lim — b) lim ——, 
x= —0 == x>-2 


14? l+qe% 
697. 2) lim mui, b) lim a. 


598. Demostrar que 


2 
a) E 240 cuando x——oo; 


b) 20 cuando x-=>-| oo. 


599. Demostrar que 
3) 2%=1-—0 cuando x——0; 
b)2*=14-0 cuando x—+ +0. 


600. Calcular (1), £ (1 —0,f(1 +0) sif(x)=x+[x?) 
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_ 


cd 


5, LIMITE DE UNA FUNCION 


601. Calcular £(m, f(m-0) Ff(14+0) (n=0, £1l,.), si 
FG) =sen (sin rx). 


Calcular: 

602, lim x Y cosL, 505. Jim si?la Vr). 

603. lim (+). 606. lim sinsin...sin, 

604. lim sin GYVEiD. O 

607. Silim p(x)=A4 y ny (0) =8, ¿se deduce de aquí que 
ra pro 


lim P(p()= B? 


Examinar el ejemplo: y (x) =p si E => donde p y q son números 
enteros, primos entre sí, y p(x)=0si x es irracional; Y (x)=1sixx0 
y y (r)=0six=0 y x —0. 


608. Demostrar los teoremas de Cauchy: si una función FG) está 
definida en el intervalo (a, + 00) y está acotada en todo intervalo finito 
(a, b), entonces 


2) lim E = Im VC4DA) 


A —Leo 


t 
A 


suponiendo que existen los límites de los segundos miembros de las 
Jgualdades. 


609. Demostrar que, si: a) la función f(x) está definida en la región 
x >a; bjestá acotada en toda región finitaa<x<b; 
c) lim [f(x + 1)-f(x)]=0x, entonces: 

x= 40 


lím LC 
AR 00 x 
610, Demostrar que, si: 1) la función f (x) está definida en la región 
x>a; 2)está acotada en toda región finita a<x <b; 3) para un 
número natural » existe el límite finito o infinito 


lim PERU F0_, 
x=>-+0> A 


entonces 
im 10) __! 
a an+l n +1 ¿ 
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CAPITULO 1. INTRODUCCION AL ANALISIS 
611. Demostrar que 
a) tim (1 ale y * b) lim ( +x+ 5 +... + Jer. 
612, Demostrar que | 


lim 2sin(2nen) = 21. 
n— 0 


Indicación. Utilizar la fórmula (*) del ejercicio 72. 
Construir las gráficas de las funciones: 


633. a) y=1—x1%  b) y= Jim (1—x%(— 1 <x= l). 


100 - xr 
614. a) Y == 0); b) e E (x =U). 


n_n 
615. y= in pa (x 3e 0). 
n— 


616. y= lim Y x2+ 7. 


617. y=lim Y 1+PxP (x3=0). 
fl n 
618. y= lim La (55) (e => 0). 
: E e 
620. a) y=sinW% e b) y= lim sia” x, 
621. y=lim LETO (£>0) 
Lolx 
622. y= lim (x—I)arciga”. 624 y= lim ET 
E ES ASIA 
623, y= lim Y IPP, 625, y= lim mL (x>0) 
n= ia +7 
ep A Vr 
n—¿0 Ne =cel 


625.2. y= lim xsgnjsint(m ax)!. 
n—«ao 
625.3. Construir la curva 


tim VIxP+lyr=1. 
n— 0 
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5. LIMITE DE UNA FUNCION 


626, Se llama asíntota (oblicua) de una curva y=f(x) la recta 
y = kx + b, para la cual, 


Jim [f()—(ex +5)] =0, 


Utilizando esta relación, deducir las condiciones necesarias y suficien- 
tes para la existencia de asíntotas. 


627. Hallar las asíntotas y construir las siguientes curvas: 


3 xer 


a) =p 2' d) YJ=3 77]: 
ad y=VYx+x; e) y=In(14.e"), 
e) y=Y xx D y=x +arccos —. 


- Calcular los límites que siguen: 


: xa qa. x 
a odo ir] 


no 


629. Mia (14004 (14. (14), si |xi<l. 


630. lim (sos 7 cos <...cos gx). 
aaa 2 4 2n 


631. Sea 


e PO) 
lr as 


donde Y (x)>0 y Gn 30 (ml, 2,...) cuando n —oo, es decir, 
[rn |< 3 parama=1,2,...yn >N (e). 
Demostrar que 


c105 (pl) + lam) +... + P(%0m)) ==" 
= lim (pl) 4p (225) Hop) (1) 


suponiendo que existe el límite del segundo miembro de la igualdad (1). 
Aplicando el teorema anterior, calcular 


re 3 A 144 E 
632, lim Y (y 1+E-). 634. lim (a 1) (a > 0). 
il r 


n—o) 
k 


A ”ñ 
E ka y R 
633. lion Z (stn 5). 635, lim [| (142). 
hm 8 ¿1 
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636. lim ]] cos É 


fl n* 
A? .3 


637. La sucesión x, viene dada por las igualdades: 


A =V a, Xx, = a+ Y a, E Va+ya+Va,... (a> 0). 


Calcular lim x;. 


n=>=0 
637.1. La sucesión Xx, viene dada del modo siguiente: 
x,=0, x=1, 
1 
a = 5 ma E) n=2, 3,...). 
Calcular lim x,. 


n + 
637.2, La sucesión Y, se define mediante la sucesión x, por las 
relaciones: 
AT AA EA A 
donde | a] < 1, Calcular lim x,, si lim ya =0b, 
rn (0 n>o 


637.3. La sucesión x, se define del modo siguiente: 
Xo = 1 7 E 


Calcular lim xp. 


h=> 0 


Indicación. Examinar la diferencia entre x, y las raíces de la ecua- 


.. ] 
Al 
ción EA 


638. La sucesión de funciones 
Yn In) (0<x=<l) 


se define del modo siguiente: 


Calcular lim y. 
rn -00 


639. La sucesión de funciones Ya =Yn (4) (0 <x < 1) se define del 
modo siguiente: 6 


Xx Xx 
SE Ya= 37 + 
Calcular lim y». 


n +0 


AN 


(a=2, 3, ...). 


eE 


5, LIMITE DE UNA FUNCION 


639.1. Sea x >0€ Ya =Yp-1 (2— xYa-1) (n= 1,2, ...). Demostrar 
que, si y; > 0 (=0, 1), la sucesión y, es convergente y 


ua 
Ya = Y” 
Indicación. Estudiar la diferencia 
y 


639.2. Para calcular y=WYx, donde x>0, se aplica el siguiente 
proceso: Ya > 0 es arbitrario, 


] 
yz it) (m=1,2,..) 
Demostrar que 
lim y. =V X. 
n— co 


Indicación. Aplicar la fórmula 
e 7» 3 
Vx = (2auPz) (=> 1). 
YA Vx Ya Vx 
640. Para la resolución aproximada de la ecuación de Kepler 
x—esinx=m  (0<e< l) (1) 
se hace 
X= 1M, X=] MA-ESID Xq 2...) Ap =IMAESIDO Xi... 
(método de aproximaciones sucesivas). 
Demostrar que existe E=limx, y que £ es la única raíz de la 
n-— +<0 
ecuación (1). 
641, Si wa |f]| es la oscilación de la función f(x) en el segmento 
Ix—E£ 1 <h (4 >0), el número : 


we[f]= lim w,[f] 
h—0 


se lama oscilación de la función f (x) en el punto E. 
Determinar la oscilación de la función f (x) en el punto x=0, si: 


2) /(9)=sin -; e) Fo) = 322, 

0) 0) == 008 00 =—5: 

c) Ho) =x (2 +sin); ler 

Y PO) == at: E) (0=(1+|epr 
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642, Sea f (x)=sen Z, 

Demostrar que, cualquiera que sea el número «a; que satisfaga la 
condición — 1<«a=<!l, se puede elegir una sucesión xy —0 (n=1, 
2, ...) tal, que 

Hno a) 
ná 


643. Calcular o 
¿=limf(A) y L=limf(). 
1-0 x—0 


si 
9) 2 I 
a) Hx)=siM > arte; 
1 ] sec! - 
b) (0) =(2—x* cos 0) f(x) = (1 + cost) 
644, Calcular 
¿=limf() y L=lm/(x), 


si e X= 0 
a) f(2)=sin x; c) f()= a 
Dd) f(x)= A? c08? x; d /(0)= caia mz (>0) 


5 6. Orden infinitesimal 
y orden de crecimiento de una función 


O-simbolismo 


1.7 La expresión 
(0) =0 (p (9) para xEX 
denota que existe una constante 4, tal que 


] Ip |=<A[v(0)| para x€ X. 0) 
Análogamente, se escribe 
9(3=0 (Y (0) para x—>a, (2) 


si la desigualdad (1) se venfica en un entorno U, del punto a (x a). 
En particular, si y (x) 40 para x E U,, (x <a), se verifica la relación 


(2) si existe y es finito el límite ES F 0. Én este caso escribiremos: 
p (x) =0% (y (x)). 
Si 


on FA E 
In 440 (p>0), 


se dice que y (x) es un infinitésimo de orden p respecto del infinitésimo 
x. De un modo similar, si i 
ES 


lim 12-220 (p>0, 
x= 0 0 


se dice que y (x) es un infinito de orden p respecto del infinito x. 
La expresión 
$t)=0(1 6) cuando xau 
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$. ORDEN INFINITESIMAL Y ORDEN DE CRECIMIENTO DE UNA PUNCION 


denota que 


P()=a (0) v (0 E EI E, (3) 


donde ax(x) —> 0 cuando x-—>a. Si Yp(x)+%0 para x € Us, x +a, la 
igualdad (3) equivale a afirmar que 


m2 
Pl ria 


3. Las funciones p(x) y Y$() se llaman equivalentes 


(p (x) — Y (x)) cuando x — 2, si 


P (1) p (2) =0 (p (+)) cuando x—> a. (4) 
Si y (x) 40 para x € Uy, x a, entonces, de (4) se tiene 
lim A 
xa YÍ(x) 


Cuando x — O se verifican las siguientes relaciones de equivalencia: 


sinxwx, lgr=x aft—lxina (a> 0) ln (lx) x, Vip l, 


En general, 
Pito (e) e (1). 


Al calcular el límite de la razón de dos funciones infinitésimas (o 
infinitas) cuando x —>a, las funciones dadas se pue- 
C B, den sustituir por sus cquivalentes, 


á B Problemas: 


645. Considerando que el ángulo central AOB=x 
(fig. 4) es un infinitésimo de 1.% orden, determinar el 
orden infinitesimal de las siguientes magnitudes: a) de 
la cuerda AB; b) de la sagita CD; c) del área del sector 
9) AOB; d) del área del triángulo ABC; e) del área del 
trapecio 48B, A, ; f) del área del segmento ABC. 


646. Sea o (f(x)) una función árbitraria que tenga un orden de 


crecimiento menor que la función f (x) cuando x —a, y sea OF Q)) 
una función cualquiera que tenga el mismo orden de crecimiento que la 
función f(x) cuando x — a, donde f (x) > 0. 


Comprobar que 

a) o(AF())=0(/(x)); d) O0(0(F(0)=0 (Fx); 

b) O(o(f())=0 (FG) e) CENT (0) =0 (FT (0). 
e) of0(f())=0(f (0) 

647, Supongamos que x —>0 y que 2 > 0, Comprobar que 

a) C0(x%)=0 (4) (C > 0—es una constante); 

D) 094 0(4”) =0 (x”) (n< ma); 

c) 0(x) 0(x”)=0 (x*”) 


IS “z 
o AA 
pr 


CAPITULO 1. INTRODUCCION AL ANALISIS 


648. Supongamos que x —> + en y que n > 0. Comprobar que 
a) CO(Y=Olx'Y 

b) OH 0x7) =040) — (10>m; 

c) 0(x”) Ox") =0(x"**). 


649. Demostrar que el símbolo — posee las propiedades: 1) reflexi- 
va: p (0) (4); 2) simetría: si p (x) — y (1), entonces y (x) — y (o); 
3) transitiva: si y (0) — Y (6) y Y 0) — x (0), entonces Y (x) — x (x). 


650, Supongamos que x — 0. Demostrar las siguientes igualdades: 
a) 2x—x"=0 (x) e) V x+V x+ Vx Vx; 

E at , 
bixsinMx=0 (x*) e OA 
c) sin 04 xl; 8) (Lx =1 nx 01x). 
d)inx=o (7) te > 0); 


651. Supongamos que x — + «0. Demostrar las siguientes igualda- 
des: 


a) 243x410 (x*); e) Inx=0(x") (e > 0); 
+ l 1 -x IM 

b) FpI=0 (+): f) xPe =0 (5): 

c) xd asin O(x*); g) Vip VIV Vx 

a HE =0 (2); 1) aint. 


652. Demostrar que para x suficientemente grande se verifican las 
desigualdades: 

a) x* + 10x-4 100 < 0,001 x*; ld la 

Dl x<V x; 


652.1. Demostrar la fórmula asintótica 


] 
VIP Eg=x q 340 (3) 
cuando x — + 00, 


653. Supongamos que x-——>0. Hallar el término principal de la 
forma Cx” (C es una constante) y determinar el orden infinitesimal 
respecto de la variable x para las funciones siguientes; 


a) 2x—3x*+x'; VI==R=PY 13% 
b) ViI+tx—Vl—x; d) tg x—sin Xx. 
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6. ORDEN INFINITESIMAL Y ORDEN DE. CRECIMIENTO DE UNA FUNCION 


654. Supongamos que x — 0. Comprobar que las funciones infinité- 


simas 
3 


=D) fxjaze * 


nx? 


: a) Fo= 
son incomparables con la función x” (4 > 0), cualquiera que sea n, es 
decir, nunca se verifica la igualdad lim [0 e, donde k es una cons- 

I>00 


tante, distinta de cero, y » es arbitrario. 


655. Supongamos que x—1. Hallar el término principal de la 
forma C(x— 1 y determinar el orden infinitesimal respecto de la 
función infinitésima x — 1 para las funciones siguientes: 


a) x*—3x+-2; c) ln x; e) x—1, 
VIVA. deme; 


656. Supongamos que x->-+00, Hallar el término principal de la 
forma Cx” y determinar el orden de crecimiento respecto de la función 
infinita x para las funciones siguientes: 


a) x* 4 100x4 10000; Cc) Y == Vx: 
2x* y RÉ<——— KZ 
Y Fr DVIIVIFVZ 
657. Supongamos que x —>-+>00. Hallar el término principal de la 
* forma c( 5) y determinar el orden infinitesimal respecto de la fun- 


ción infinitésima y Para las funciones siguientes: 
l A —— as 
y E c) ViFI2V3FIA VE 
NT — | 
bd) Vx+I— Vx d) — Sin 


Y” 
658. Supongamos que x—> 1. Hallar el término principal de la 


rn ” - . 
forma cl) y determinar el orden de crecimiento respecto de Ja 
función infinita — , Para las funciones siguientes: 
o > SO In x 
2) AT: Cc); e) rr: 


y 1=x0"' 
by) 1 dy 


la sin xix” 


659, Supongamos que x—> +0 y que f, (x)=x” (n=1, 2,...). 
Demostrar que: 1) cada una de las funciones f, (x) crece más rápida- 
mente que la precedente f,_ ,(x), 2) la función e* crece más rápida- 
mente que cada una de las funciones fh (2) (rn =1, 2, ...). 
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660. Supongamos que x — + vo y que 
Atq=yYx  (a=1,2,...). 


Demostrar que: 1) cada una de las funciones f,, (x) crece más Jenta- 
mente que la precedente f,. ,(); 2) la función F (x)= ¿In x crece más 
lentamente que cada una de las funciones f, (x) (4 = 1, 2, ...). 


661. Demostrar que, cualquiera que sea la sucesión de funciones 


A, ee AO is (A, Lx L +00), 


siempre se puede construir una función f(x) que crezca más rápida- 
mente que cada una de las funciones f, (x) (n=1, 2,...) cuando 
Xx > 0 


58 7. Continuidad de una función 


1.? Continuidad de una función, Una función f (x) se lama continua 
para x =xpg lo en el punto xy), si 


AN [== f(x). 


es decir, si la función f(x) está definida en x=xp¿ y para cualquier 
£ >0 existe un 56=5 (2, x,)>0 tal que, siendo | x— xy |< 65, para 
tados los valores f (x) que tienen sentido se verifica la desigualdad 

] Fo — 0] < e. 

Una función f(x) se llama continua en un conjunto dado X= ( x) 
(en un intervalo, en un segmento, etc.), si esta función es continua en 
cada punto del conjunto X, 

Si, para cierto valor x=xpg, perteneciente al campo de definición 
X= (x)de la función f (x) o que sea un punto de acumulación de este 
conjunto, no se cumple la igualdad (1) (es decir, o bien (a) no existe el 
número f (x7), o sea, la función no está definida en el punto x=xp, 0 
bien (b) no existe el límite tin Í(x), O bien (c) ambos miembros de 


la igualdad (1) tienen sentido, pero no se verifica la igualdad), en- 
tonces xy se llama punto de discontinuidad de la función f fx). 

Se distinguen: 1) puntos xp de discontinuidad de primera especie, 
para los cuales existen límites laterales finitos: 


(4=0= dim f0 y M-+0= lim (0 
A Xy 0 x>+x2+0 
y 2) puntos de discontinuidad de segunda especie, que son todos los 
demás. La diferencia 
+0 — [(x, —0) 
se llama salto de la función en el punto xp. 
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7. CONTINUIDAD DE UNA FUNCION 


Si se cumple la igualdad 
Fx, —0)= fx, LO, 


el punto de discontinuidad xy se llama evitable. Si al menos uno de los 
límites laterales flxy — 0) o f(Xo +0) es igual a eo, entonces xo se 
llama punto de discontinuidad infinita. 


Si se verifica la igualdad 
Fx. — 0=f (x,) (o bien f(x, +0)= (10) 


se dice que la función f(x) es continua en el punto xy a la izquierda (a 
la derecha). Para la continuidad de la función f (x) en el punto Xp Es 
necesario y suficiente la igualdad de los tres números: 


Ho — 0) =f (x, +0) (xp). 


2." Continuidad de las funciones elementales. Si las funciones FG) y 
g (x) son continuas para x= Xp, las funciones 


Diazr Demas IN e) 0) 


también son continuas parax=xp. 
En particular: a) la función racional entera 


P=2a8 +24... ax” 
es continua para cualquier x; b) la función racional fraccionaria 


_ HO. e «+ 8)x" 
CO ba 


es continua para todos los valores x que no anulan al denominador. 

En general, las funciones elementales principales: XxX”, senx, cos x, 
lg x, a*, logg X,arcsen Xx, arecos x, arctg x, ..., son continuas en todos 
sus puntos de definición. 

Un resultado más' general es el siguiente: si la función F() es 
continua para x=xg y la función g (y) es continua para y =f (xp), la 
función g (f (x)) es continua para x=xp. 

3.” Teoremas fundamentales sobre las funciones continuas. Si la 
función f(x) es continua en el segmento [a, bl, entonces: 1) f(x) está 
acotada en este segmento; 2) alcanza en el mismo el ínfimo m y el 
supremo M (teorema de Weierstrass), 3)toma en cada intervalo 
(a, 8) E la, b] todos los valores intermedios entre f (a) y F(8) (teorema 
de Cauchy). En particular, si f(0)f(B) <0, existe un valor 
y (a < y <B) tal que f (y) =0. 
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Problemas: 


662. Se da la gráfica de una función continua y =f (<). Para un 
punto fijado a y un número £ > 0, indicar geométricamente un número 
5 >0 tal que sea f(x) —f (a) |<e para | x —al <ó. 

663. Se necesita hacer una placa metálica cuadrada de lado 
Xy = 10 cm. ¿Entre qué límites se puede alterar el lado x de esta placa, 
si su área y =x? puede diferenciarse de la proyectada yy = 100 cm? no 
más de: aJt 1cm?;b)+0,1 cm?;c) 2 0,01 cm?;d) + 2 cm? ? 

664. El arista de un cubo está comprendida entre 2 m y 3 m. ¿Con 
qué error absoluto Á está permitido medir el área x de este cubo para 
que pueda calcularse su volumen y con un error absoluto no supenor 
aem?, si: a)e=0,1 m?;b) 2= 0,01 m?;c) e = 0,001 m?*? 

665. ¿En qué entorno máximo del punto x¿ = 100 la ordenada de la 
gráfica de Ja función y = Vx se diferencia de la ordenada yy = 10 en una 
cantidad menor que £=107" (n>0)? Calcular la amplitud de este 
entorno para n=0, 1, 2, 3. 

666. Mediante razonamientos «e — 5», demostrar que la función 
FO) =x? es continua para x= 5. 

Rellerrar la siguiente tabla: 


667. Sea => y 2=0,001. Para los valores xy = 0,1; 0,01; 


0,001;..., hallar los núrneros positivos más grandes 5 =06 (€, xp), tales 
que de la desigualdad |x—xp9l<8 se deduzca la desigualdad 
IFO0)—IFGp)l<e. ON 

¿Es posible, para el número dado e = 0,001, elegir un 6 >0 que sirva 
para todos los valores x¿ del intervalo (0, 1), es decir, tal que, si 
Ix—x01<8, sea |£0)-—f(x9)|<e cualquiera que sea el valor 
Xp E(0, 3)? 

668. Formular en términos de «z — 6), en sentido positivo, la afir- 
mación siguiente: la función f(x), definida en el punto x¿, no es 
continua en este punto 

669. Supongamos que para ciertos números e > 0 se pueden hallar 
los números correspondientes 56 =6 (2£,xp7)>0, tales que 
IG) —F (xo) | <esilx—x9 1<3. 

¿Se puede afirmar que la función f (x) es continua en el punto Xp, sl: 
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a) los números e forman un conjunto finito; E los números e forman 
un conjunto infinito de fracciones binarias == = ii 
670. Sea dada la función 
Ax) ==x-+ 0,001 Le]. 


Comprobar que para cada e.>0,001 se puede hallar un número 
5=6te,x)>0, tal que FCO FO) <e six —x!|<6, mientras 
que para0 <e <0,001 no se puede hacer esto para todos los valores de x. 

¿En qué puntos deja de ser continua esta función? 


671. Supongamos que para cada número $ >0, suficientemente 
pequeño, existe un número e=8(5,x,)>0, tal que se verifica la 
desigualdad | f(x) -— fíxp)1<e si lx—=xo01<8. ¿Se deduce de aquí 
que la función f(x) es continua para x=x¿? ¿Qué propiedad de la 
función f (x) se describe por las desigualdades dadas? 


672. Supongamos que para cada número e > O existe un número 
6=56 (e, xp) >0 tal que, silf (x) —f (xp) |< ese tiene lx — xo 1< 6. 
¿Se deduce de aquí que la función f (x) es continua para el valor x = =xp? 
¿Qué propiedad de la función se describe por estas desigualdades? 


673. Supongamos que para cada número 5 > O existe un número 
e =8 (6, xp) >0 tal que, si | fx)—f (xp) | <e.se tiene |x — xp o 
¿Se deduce de aquí que la función f (x) es continua para x =x¿? 
¿Qué propiedad de la función f(x) se describe por las Ieu aidades 
dadas? 
Examinar el ejemplo: 
a=Í arctgx, si x es racional, 
mí — arclg x, six es irracional, 


674. Aplicando razonamientos «e — 0 », demostrar que las funcio- 
nes que siguen son continuas: a)ax +5; b)x?; c)x?; DY: 0) Yx: 
f) sen x; g) cos x;Hh) arctg x. 

Estudiar la continuidad y representar gráficamente las funciones 
siguientes: 


675. flo =1x|. 
x—á4 ; 
, Ss x5e2; 

676. f(x) =)/*-2 3 

A A 

l . : ' z 
677. f(x) => si x*—lyf(- 1) es arbitrario 
678.) (0=|[Y | si 10 y ((0=1; 


sin x 


po = EE, si 0 y LIO=1, 
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679. f(x) =sin - , Ssix0y f (0) es arbitrario, 


680. fij=xsin—, si £=3%0 y /(0)=0. 
Es 
681. f(a=e Y, si x 40 y f(0)=0. 
682. fu =—L-—, six kl y f(1) es arbitrario. 
qero”? 
683. /(x)=xInx", si 


684. f(x) =Sgn x. 
685. f()=[x]. 
686. (0) =Vx—[V Y]. 


Hallar los puntos de discontinuidad y estudiar el carácter de estos 
puntos, si: 


1+x 
688. TE 695. e 
66% == ae 698. y=ardg L 
i r—3i +2" A 
0 1 
600. y=2 EL, 697. y =V x arclg —. 
e a 
691. y=-—— 693. y=e  ** 
sin Xx 
== A | 
602, y= y LL, 699. y=¡7. 
] 
693. y=cos*—. 200. y= E 
l-—x 


Estudiar la continuidad y dibujar los diseños de las gráficas de las 
siguientes funciones: 


701. y =sgn (sin x). 703. y =x|[x). 
702. y =x—/[x)]. 704, y=[x)]sio xx, 
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705. y=x'*—[x"]. 


7. CONTINUIDAD DE UNA FUNCION 


A o R 
sa [2 709, y=|5) sgn(sinE). 
: x 710. y=0g E. 
da | 

A +] 711. y=sectl, 

l 
708. y =Sgn (sos). 712. y=(— ¡9! 

1 J 
713. y =arc tg Gtet2a) 


l 
xsintx * 
e 
sin (x?) * 


714. y= 
715. y= 


A 
716. y= ner =3y: 


, 
xXx 


717. p=8 


718. y==l—ae * 
Lx 
l— 


ar 


+ 


719. y=15 


Estudiar la continuidad y construir las gráficas de las siguientes 


funciones: 


1 
720. y=lim ——=- (x =0). 
o ER 
O SS Dd 
721. IM EA . 


722 y=lim y TFx", 
n-»> On 


723. y=1lm cos”x, 


A => 0D 
x 
724. IM ir" 


729, ¿Es continua la función 


730. Sea 


725. y==lim [x arctg (1 ctg x)]. 


En xa terr 
726, y =Mm 
727. y= lim NU+tA 


ta tos in (14 el) * 
728. OD —+ x) thr£x. 


UOsx<l, 
1Z<x=<2. 


si 
sl 


E, 


x=0. 


¿Cómo se debe elegir el número a para que la función f(x) sea 


continua? 
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731, Estudiar la continuidad de las siguientes funciones y establecer 
el carácter de los puntos de discontinuidad, si: 
' px para O=<x<l, 
2) dia E RRA para 1<1x=<2; 
x  paralxi<!, 
b IES | 
A NS 
TX 
cos + ara |x|<!, 
0) (x= | E AAA 
La—1] pare fx|>1; 


fcte"ax para x no entero, 


d x)= 
yA to para x entero; 
ef f sinix  parax racional, 
== 
( 1 0 para x irracional, 


732. La función d=d(x) representa la dis- 
tancia mínima del punto x, del eje numérico Ox, 
al conjunto de sus puntos que está formado por 
los segmentos 0<x<l y 2<x<3, Hallar la 
expresión analítica de la función d, construir su 
gráfica y estudiar su continuidad. 


733, La figura £ está formada por un triángu- 
lo de base 1 y altura 1 y por dos rectángulos de 
base 1 cada uno y de alturas 2 y 3 (fig. 5). La 
función S=S (Y) (0<y < 400) representa el 
área de la parte de la figura £ que está compren- 
dida entre las rectas paralelas Y=0 e Y=y; la función b=¿ (y) 
(0< y < +0) es la longitud de la sección de la figura £ por la recta 
Y = y, Hallar las expresiones analíticas de las funciones S y b, construir 
sus gráficas y estudiar la continuidad. 


734. Demostrar que la función de Dirichlet 


yx (x) =lim ( lim an 
mM —> 00 a 


es discontinua para cada valor x, 
735, Estudiar la continuidad de Ja función 


Fo) =xx E, 


donde x(x) es la función de Dirichlet (véase el problema anterior). 
Construir el diseño de la gráfica de esta función. 
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736. Demostrar que la función de Riemann 


1 % n - . , 
7. Hd x—=2<3, donde m y n son números primos entre sí, 


A rn 
Fo = ; j 
0, six es irracional, 


es discontinua para cada valor racional de x y es continua para cada 
valor irracional de x. Construir el diseño de la gráfica de esta función. 


737. Estudiar la continuidad de la función f(x), dada del modo 
siguiente: 


nx 
Fo) E 
si x es una fracción racional irreducible 2 (71 > 1), y 
n 


a0=]x!, 


si x es un número irracional, Construir el diseño de la gráfica de esta 
función. 
A 1—Ccosx z . 
738. Ea función f(0)= —— está definida para todos los valores 


del argumento x, a excepción de x=0. ¿Qué valor debe asignarse a la 
función f (x) en el punto x = 0, para que sea continua para x = 0? 


739, Comprobar que, cualquiera que sea la elección del número 
FO), la función f()= 


lx 


siempre será discontinua para x= 1. 


740. La función f(x) carece de sentido para x=0. Determinar el 
número f (0) de tal modo que f (x) sea continua para x =0, si: 


Er E 

DP lied 

b) fa =2; ii 
0 ft)=x” > (x>0), 

c) F(x) =sin x sin —; 2) Fi =xl0" x. 


741. ¿Es obligatoriamente discontinua en un punto dado x, la suma 
de dos funciones f (x) +8 (x), si: a) la función f (x) es continua y la 
función g (x) es discontinua para x=x¿; b) ambas funciones f (x) y 
g (x) son discontinuas para x =xp? 


742, ¿Es obligatoriamente discontinua en un punto dado xp el 
producto de dos funciones f (x) g (x), si: a) la función f (x) es continua 
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y la función g (x) es discontinua en este punto; b) ambas funciones f (x) 
y g (x) son discontinuas para x=X¿? Construir los ejemplos correspon- 
dientes, 

743. ¿Se puede afirmar que el cuadrado de una función discontinua 
es también una función discontinua? 

Construir un ejemplo de una función que sea discontinua en todos 
los puntos y cuyo cuadrado sea una función contínua, 


744. Estudiar la continuidad de las funciones f [g (x)] y g [£ G0)), si: 


a) f(x)=sgnx y glx)=1+2x; 
b) Fx) =Sgnx y Ex) =x(1 —x*; 
Cc) f(x) =sgnx y £(x)=1+x-— [x)]. 
745. Estudiar la continuidad de la función compuesta y=£ GA, don- 
de =p (1), si 
4 parad< us l; 


M=( y, para | <u< 2 


y 
a x para x racional, 
Lx para x irracional 
(0 < 
746. Demostrar que, si f (x) es una función continua, la función 
Fao=|fL0| 


también es continna. 
747, Demostrar que, si la función f (x) es continua, también lo es la 
función 
—a 31 fa<e; 
Lo =3 10. si |ftl<e; 
t, si fix) de do 


donde c es un número positivo arbitrario. 


748. Demostrar que, si la función f (x) es continua en el segmento 
[a, b], las funciones 


m0)= in (10) y Mo= sup VO, 
asisx as sr 
también son continuas en a, b, 
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749. Demostrar que, si las funciones f (x) y g (x<) son continuas, las 
funciones 


po =min(/(0, gl] y p0=ma [f(0, g(x) ] 


también lo son. 


750, Supongamos que la función f (x) está definida y acotada es el 
segmento (a, 6]. Demostrar que las funciones 


míx)= int UE) y Mo= sup (1/15) 
063: adi <x 


son continuas a la izquierda en el segmento [a, b.. 
751. Demostrar que, si la función f(x) es continua en el intervalo 
0 < Xx [+09 y existe el límite finito 


lim f(a, 
> +0 


entonces esta función está acotada en el intervalo dado. 


752. Supongamos que la función f (x) es continua y está acotada en 
el intervalo (xp, +00). Demostrar que, cualquiera que sea el número T, 
existe una sucesión X, —> +00, tal que 


lim [Y (x, +7) —/(%,)]=0. 


753. Sean eG) y Y GQ) funciones continuas periódicas, definidas 
para — eo <x< 400, y 


¿im [pt — p()]=0. 
Demostrar que . 
p(0)= mp (0. 


754. Demostrar que todos los puntos de discontinuidad de una 
función monótona acotada son puntos de discontinuidad de 1* especie. 


755. Demostrar que, si la función f (x) posee las propiedades siguien- 
tes: 1) está definida y es monótona en-el segmento a, b]; 2) toma todos 
los valores comprendidos entre f ta) y f(b), entonces esta función es 
continua en [z, b). 


756. Comprobar que la función f(x)=sen si xa y 


xa? 


f (a) =0, toma en cualquier segmento fa, b] todos los valores compren- 
didos entre f (4) y f (b), sin embargo, no es continua en [a, b]. 


87 


CAPITULO 1. INTRODUCCION AL ANALISIS 


757. Demostrar que, si la función f(x) es continua en el intervalo 
(a, D) Y X,,X2, «<=, Xp Son valores arbitrarios de este intervalo, entonces, 
entre ellos, siempre existe un número E tal que 


Ot) (0). 
758. Sea f (x) continua en el intervalo (a, b) y 
¡=lim/() y L=lm/(), 


*—« x+0 
Demostrar que, cualquiera que sea el número A, donde I<A<L£, 
existe una sucesión xy —a (n= 1, 2,...), tal que 
lim /(x,)=4. 


n-».o 
$ 8. Función inversa. Funciones en forma paramétrica 


1. Existencia y continuidad de la función inversa. Si la función 
y =f (x) posee las siguientes propiedades: 1) está definida y es continua 
en el intervalo (a,b); 2)es monótona en sentido estricto en este 
intervalo, entonces existe una función inversa uniforme x="! (yw), 
definida, continua y, respectivamente, monótona en sentido estricto en 
él intervalo (A, B), donde A = limf (x) y B= lim f(x). 
xr —> — $ 


x>ou-<L£o 
Se entiende por rama uniforme continua de la furición multiforme 
inversa de una función continua dada y =f (x), cualquier función un- 
forme continua x =g (y), definida en la región máxima de su existencia 


y que satisfaga en esta región a la ecuación f [g (y)] = ». 
22 Continuidad de una función dada en forma paramétrica. Si las 


funciones p (1) y y (1) están definidas y son continuas en el intervalo 
(o, 6) y la función y (1) es estrictamente monótona en este intervalo, el 
sistema de ecuaciones 
x= PO, y=w9() 

determina a y como función uniforme y continua de x: 

y=vY 19"? (x)), 
en el intervalo (a, 5), dondea= lim y(1) y b= lim p (1). 

foato i>p-o0 
Problemas: 


759. Hallar la función inversa de la función homográfica 


5 » 
y= (ad — 6c 0), 


¿En qué caso la función inversa coincide con la función dada? 
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760. Hallar la función inversa x = x Q*), si 
y=x-4[x]. 

761. Comprobar que existe una función continua única y=y 0) 

(0 <x < + 00) que satisface a la ecuación de Kepler 
J—esiny=x ((0=<:< 1). 
762. Comprobar que la ecuación 
clg x =kKx 

para cada número real k(—co<k<z+o) tiene en el intervalo 
0<x < wr una raíz continua única x =x (k). 


763. ¿Puede tener función inversa uniforme una función no moné- 
tona y =f (1) (- o <x <-+ c) Examinar el ejemplo: 


xXx Six oesracional 
y= t 


-—x, Six es iracional, 
764. ¿En qué caso la función y=f(x) y la función inversa 
x =f" ?* (y) representan una misma función? 
765. Comprobar que la función inversa de la función discontinua 
y=(14+x%Ysgnx 
es una función continua. 
766. Demostrar que, si la función f(x) está definida y es estricta- 
mente monótona en el segmento la, b] y 
lim fix, )= fla) (1<x, <=0), 
entonces ps 


lim Xy = 8. 
n= 00 


Determinar las ramas uniformes continuas de las funciones inversas 
para las siguientes funciones: 


TERRA 770. y=sinx. 

768. y=2x—x”, 771. y=C05X, 
2x 0 

769. A PS 772, y==tgx. 


773. Comprobar que el conjunto de valores de Ja función continua 


y=1|-esinx, 
correspondientes al intervalo (0 <x < 27), es un segmento. 
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774. Demostrar la igualdad 
arcsin Xx $ arccos y > 
775, Demostrar la igualdad 
arctg x —- arctg - = > sgnx (x=20), 


776. Demostrar el teorema de la suma a los arcos tangentes: 


arctg x | arcte y =arctg E pa = Zo Ex, 


donde et =e (x, y) es una función que toma uno de los tres valores: 0, l, 


¿Para qué valores de y, para un valor dado de x, es posible una 
discontinuidad de la función e? Construir en el plano Oxy las regiones 
correspondientes de continuidad de la función e y determinar el valor 
de esta función en cada una de las regiones obtenidas. 


777, Demostrar el teorema de la suma para los arcos senos: 


aresinx + ascsin y =(— 1) aresinix Y 1—y y 1 lA 


(lxi<1, jy[<1), donde 
e=0, si xy<0Ó6 “ly<), 


E=Sgnx, Ss xy>0yx-pyo>!, 
778. Demostrar el teorema de la suma para los arcos cosenos: 
3rCCOS Xx q arccos y =(— 1 aTCCOS (Xy — VI=XVI=35+ 2IE 
(lx1=1, ly|<1), donde 
e=0, si x+y>0, 
e=1, si x+y<0, 
779, Construir las gráficas de las funciones: 
a) y =arcsin x —arcsin Vi=», 
b) y =arc sin(2x Mi—x Y — 2 ase sin x. 
780. Hallar la función y = y» (x), dada por las ecuaciones: 
*=artgf, y=arcigt (—o<t<-+o00). 
¿En qué región está definida esta función? 
781. Sea 
x=chf, y=shf (—o<tZ< +00). 
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¿En qué regiones de variación del parámetro f se puede considerar la 
variable y como función uniforme de la variable x? Hallar las expresio- 
nes de y para las diferentes regiones. 


782. ¿Cuáles son las condiciones necesarias y suficientes para que el 
sistema de ecuaciones 


=D), y=P0 (a<1<B) 


determine y como función uniforme de x? 
Examinar el ejemplo: x =sen?f, y =cos?f. 


783. ¿En qué condiciones dos sistemas de ecuaciones 
=P 1O, y=23 VD la<t<p 
FRUTA SPOT la <p) 


determinan una misma función y = y (1)? 


784. Supongamos que las funciones p(x) y y (o) están definidas y 
son continuas en el intervalo (a, b) y sean 


A= ín (a), L= sup p(x). 
L<1xXb aíx<b 


a 


¿En qué caso existe una función uniforme f(x), definida en el intervalo 
(A, B) y tal que 


: pa) =/ (0 (1) para a<x< o 


8 9. Continuidad uniforme de una función 


1.7 Definición de continuidad uniforme. Una función f (x) se llama 
uniformemente continua en un conjunto dado (en un intervalo, segmen- 
to, etc.) X=[x ), si f (<) está definida en Y y para cada e > 0 existe 
un número $ = $ (se) > 0 tal que, para cualesquiera valores x.x” € X;la 
desigualdad 


IX —=ri<8b 
implica ja desigualdad 
1111059] < 8, 


2. Teorema de Cantor. Una función f (0), definida y continua en un 
segmento acotado (a, b], es uniformemente continua en este segmento. 
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Problemas; 


785. En el taller de una fábrica se producen láminas cuadradas cuyos 
lados x pueden tomar valores de l a 10 cm. ¿Con qué tolerancia Ú se 
pueden fabricar los lados de estas láminas para que, independientemen- 
te de sus longitudes (entre los límites indicados), sus áreas y se diferen- 
cien de la proyectada menos de £? Efectuar el cálculo numénco, si: 


a) e=1 cr; b) E=0,01 cm ?; e) e=0,0001 cm?. 


786. Un manguito cilíndrico de anchura € y longitud d está sujeto a 
la curva y =YX y se desliza sobre ella de modo que su eje permanece 
paralelo al eje Ox. ¿A qué tiene que ser igual 5, para que dicho 
manguito recorra libremente el trozo de la curva determinado por las 
desigualdades — 10<x <10, si: aJe=1;b)2=0,1;c)2e=0,01;d) tes 
arbitrariemente pequeño? 


787. Formular en términos de «e — 6», en sentido positivo, la afir- 
mación: la función f (x) es continua en cierto conjunto (en un interva- 
lo, segmento, etc.), pero no es uniformemente continua en este conjun- 
to, 


788. Comprobar que la función 


fu=+ 


es continua en el intervalo (0, 1), pero no es uniformemente continua 
en este intervalo. 


789. Comprobar que la función 
* E Tí 
Fix) == 3sin +8 


es continua y está acotada en el intervalo (0, 1), pero no es uniforme- 
mente continua en este intervalo. 


790. Comprobar que la función 
f(x) ==sin x' 


es continua y está acotada en el intervalo infinito — eo Xx <X + oo pero 
no es uniformemente continua en este intervalo. 

791. Demostrar que, si la función f (x) está definida y es continua en 
la región a <£x < + oo y existe el límite finito 


lim f(x), 


x o+0 
entonces f (x) es uniformemente continua en esta región. 
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792. Comprobar que la función no acotada 
FLA) = x + sin x 
es uniformemente continua en todo el eje - «o <x <Z + 00, 


793. ¿Esuniformemente continua la función f (x)=x? en el interva- 
lo: a) (— £ 5, donde | es un número positivo cualquiera, arbitrariamente 
grande; b) en el intervalo (— «o, + 00)? 


Estudiar la continuidad uniforme de las funciones que siguen, en las 


regiones dadas: 
Xx 


794, Ha= 5 (—1<.x= )). 
795. f(x =Inx 0<i< 1. 

796. f() =92 (0Zxi<m. 

197. f(xj=e% cos L (0Lxi< 1. 

798, f(x) =arctg x (— a 1< + 00). 
799. /(09=Vx (l<x<+o9). 
800. f(x) =xsin x ((0<x< +9). 


801. Comprobar que la función f(x) = 15n£l es uniformemente 
continua en cada intervalo 


A=(—=1XLxX0 y =(0Lx< 1) 
por separado, pero no es uniformemente continua en su suma 
At4=(0< ]x1< 1), 


801.1. Demostrar que, si la función f (x) es uniformemente continua 
en cada uno de los segmentos [a, c] y [c, b], entonces esta función es 
uniformemente continua en el segmento total (a, 5]. 


802. Para 2 >0 haliar 5=8 (e) (uno cualquiera) que satisfaga a las 
condiciones de continuidad uniforme para la función f (x) en el inter 
valo “ndicado, si: 


a) f(a)=5x— 3 (— ax +0): 
D)/fd=r-—2%-1 (—2<x=< 5); 

c) M0 =- 0l<x=<l) 
Do Vx (0<x< 4 00); 

e) F(x) = 2 sin xr —cos x (— 00 x< 400) 


1) (0) =x sin (x40) y F(0)=0 0Ex<m. 
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803. ¿En cuántos segmentos, iguales entre sí, es suficiente dividir el 

0] 1 ilación de la funció =x? d 

segmento [1, para que la oscilación de la función f(x)=x"* en cada 
uno de estos segmentos sea menor que 0,0001? 

804. Demostrar que la suma y el producto de un número acotado de 
funciones uniformemente continuas en un intervalo (a, b) son unifor- 
memente continuas en este intervalo. 

805. Demostrar que, si una función monótona y acotada f(x) es 
continua en un intervalo finito o infinito (a, 5), entonces esta función 
es uniformemente continua en el intervalo (a, b). 

806. Demostrar que, si una función f (x) es uniformemente continua 
en un intervalo finito (a, b), entonces existen los límites 

A= lim f(0) y 8= lim f(. 
ba 


x>—o+j0 > 
¿Es válido este teorema para un intervalo infinito (a, By 
806.1. Demostrar que, para que una función f(x), definida y conti- 
pua en un intervalo finito (a, 5), pueda prolongarse continuamente en el 
segmento [a, b], es necesario y suficiente que la función f(x) sea 
uniformemente continua en el intervalo (a, b). 
807. Se llama módulo de continuidad de una función f (x) en el 
intervalo (a, b) la función 
(0,(5) = sup A) — A)! 
donde x, y x, son puntos arbitrarios de (a, b), ligados por la condición 
Lx y —x2 156. ] 
Demostrar que, para la continuidad uniforme de la función f (x) en el 
intervalo (a, b), es necesario y suficiente que 


lim 0, (0) =0. 
is+o 


808. Obtener una cota para el módulo de continuidad wy (6) (véase 
el problema anterior) de la forma 
0/10) < CÓ”, 

donde C y e son constantes, si: 

a) fa) =x (0< x < 1); 

d) /(0)=V x Dsx<oa n (aZx< oo) 

Cc) flaj=sinxb-cosx (0<x<?a). 
£ 10, Ecuaciones funcionales 
Problemas: 


$09. Demostrar que la única función continua f (x) 
(—om<x < + 09) que satisface a la ecuación 


FT 00840, (1) 
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para todos los valores reales de x e y, es la función lineal homogénea 
Fx)=ex, 
donde a=f (1) es una constante arbitraria. 


810. Demostrar que una función monótona f(x) que satisfaga a la 
ecuación (1), es linea! homogénea, 


811. Demostrar que una función f (x) que satisfaga a la ecuación (1) 
y esté acotada en un intervalo (— e, e) arbitrariamente pequeño, es 
lineal homogénea. 


812. Demostrar que la única función continua FU) 
(— <x < +0), no idénticamente nula, que satisface a la ecuación 


FHTI=F(0/0), (2) 
para todos los valores de x e y, es la función exponencial 
fo=a, 
donde a =f (1) es una constante positiva. 


813. Demostrar que la función f (x), no idénticamente nula, que está 
acotada en el intervalo (0, €) y satisface a la ecuación (2), es la función 
exponencial. 


814. Demostrar que la única función continua f (x) (0 <x<+ 29), no 
identicamente nula, que satisface a la ecuación 


Fx N=/0+/10), 
para todos los valores positivos x e y, es la función logarítmica 
Fix) =1l0g, Xx, 
donde a es una constante positiva. 


815. Demostrar que la única función continua FO) (0<x<+ 00) 
no idénticamente nula, que satisface a la ecuación 


EN 00/40), (3) 
para todos los valores positivos x e y, es la función potencial 
Pd 
donde a es una constante. 


816. Hallar todas las funciones continuas f (x) (— 0 <x < + eo) que 
satisfacen a la ecuación (3) para todos los valores reales de x e y. 


817. Comprobar que la función discontinua 
Fx) =5gnx 
satisface a la ecuación (3). 
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818. Hailar todas las funciones continuas f (x) — e <x <-+ 00) que 
satisfacen a la ecuación 
TN HA NR Y 1070. 
para todos los valores reales de x € y. 


819. Hallar todas las funciones continuas acotadas f(x) y g (x) 
(— 0 <x < +00) que satisfacen al sistema de ecuaciones 


FUTIN= 00M —E(0E80U), 
¿+= METEO, 


para todos Jos valores reales de x € y, y también a las condiciones de 
normalización: 
fiM=1 y g(0) =0. 
Indicación. Examinar la función 
Ft)=P)+8*. 
820. Sean 
Af) =J(x4-Ax) — f(x) 
"f(0)= A(Af (0) 
las diferencias finitas de la función f () de primero y segundo órdenes, 


respectivamente. 
Demostrar que, si la función f(x) (== <x <+ 00) es continua y 


A fix) =0, 
entonces esta función es lineal, es decir, 
Hx)ax—b, 


donde a y b son constantes. 
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Capítulo 2 CALCULO DIFERENCIAL DE LAS FUNCIONES 
DE UNA VARIABLE 


8 1. Derivada de una función explicita 


1. Definición de derivada. Six y x, =x + Ax son valores de la 
variable independiente, la diferencia 


Ay =([(x + Ax) — Hx) 


se llama incremento de la función y = f (xx) en el segmento [x, x, ]. 

La expresión 

: E 
ls ra de 
si tiene sentido, se llama derivada, y la función misma f (x) se llama en 
este caso derivable. 

Geométricamente, el número f' (x) representa el coeficiente angular 
de la tangente a la gráfica de la función y=f(x) en su punto 
x (tg p=f"CO) (fig. 6). 

2.” Reglas fundamentales de derivación. Si e es una constante y las 
funciones u =u (xd), v=v (x), w= w (x) 
son deriwvables, se tiene 


Nc=0; 

2) (cuy cul; 

TS A 

4) (uuy —FuiD q vu; j 

317] = 3 (020) 

6) (u"y nu?" !u* (n es una constante); 
7) silas funciones y =f (u) y u = (<) son derivables, se tiene: 


Ue =Y le 


3.7 Fórmulas principales. Si x es la variable independiente, se tiene: 


LY — nn! 


(n es una constante) A e 
ll. (sio x)' =C0s5 x. A ] 
Ml. (cosx) = — sinx. Vi-x 


A 
Vil. (arccos 1 ='— 


IV. (ex = yTZ ll 


cost x 
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l 


VII. tarctgxy = XI. (shxY =ch x. 


qe 
IX. (arccigx) = — a AUT. (cx) ==sh x. 
ón cea Cod yy. (hy => 
Al (logar == ta > 0); XV. (cth xy = == 
(In y = - ; 
4.” Derivadas laterales, Las expresiones 
Lom AA y fa 1= tim PELO 


se llaman derivada a la izquierda y a la derecha, respectivamente, de la 
función f (Xx) en el punto x. 
Para la existencia de la derivada f' (x) es necesario y suficiente que 


FaA=f 


5.” Derivada infinita, Si la función f (x) es continua en el punto x y 


lim L£T49- 8H ¿ 
AX. 9 áx 


se dice que la función f (x) tiene en el punto x derivada infinita. En este 
caso, la tangente a la gráfica de Ja función y=f (x) en el punto x es 
perpendicular al eje Ox. 

Problemas; 


$21. Determinar el incremento Ax del argumento x y el incremento 
correspondiente Ay de la función »=lgx, si x varía desde 1 hasta 
1000. 


822. Determinar el incremento Ax del argumento x y el incremento 


Ande Ay de la función y => , six varía desde 0,01 hasta 
,001. 


823. La variable x obtiene un incremento Ax. Determinar el incre- 
mento Ay, sl: 


2) y=0x +46; b)y=axt4dxde c) y=a”. 
824. Demostrar que: 
a) AY) +80] =8/ (x) + Ag (x); 
9) 4020] =g (24 43) 5110) + /(x) Ag(x). 
825. Por los puntos: A (2, 4) y 4'(2+ Ax, 4 + Ay) de la curva 
y =x? se ha trazado la stcante 44”. Hallar el coeficiente angular de esta 
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secante, si: a) Ax=1; b) Ax=0,l; c) Ax=0,01; d) Ax es arbitraria- 
mente pequeño. 

¿Á qué es igual el coeficiente angular de la tangente a la curva dada 
en el punto 4? 

826. El segmento | <x < 1 +4 del eje Ox se aplica sobre el eje Oy 
mediante la función y =x*. Determinar el coeficiente medio de dilata- 
ción y efectuar el cálculo numérico, si: 

a) 4=0,1; b)2=0,01; c) 4=0,001. 

¿A qué es igual el coeficiente de dilatación de esta aplicación en el 
punto x =1? 

827. La ley del movimiento de un punto sobre el eje Ox viene dada 
por la fórmula 

x=10/4 58”, 
donde f es el tiempo en segundos y x es la distancia en metros. Hallar la 
velocidad media en el intervalo de tiempo 20<1<20+4 Af y efectuar 
el cálculo numérico, si: a) Af=1; b) At=0,1;c) Ar=0,01. ¿Cuál es la 
velocidad del movimiento en el instante f = 20? 

828. Partiendo de la definición de derivada, hallar directamente las 
derivadas de las siguientes funciones: a) x?; b) x?; e) >; dx e Yx: 
1) tgx; 8) ctg x; h) arcsen x; 1) arceos x;j) arctg x, 

829. Calcular (1), 1D yF (3), si 

PA —=(x — 1) (x — 2) (x — 3y, 


830. Calcular f' (2), si 
Flo) =x7 sin (x — 2), 
831. Calcular f' (1), si 
Fo =x-(x— 1) arcsin El: 
832. Hallar ti 


lim ; 
x—«“ 


x—>0I 


si la función f (x) es derivable en el punto a 
833. Demostrar que, si la función f (x) es derivable y n es un número 


A E +23) 10] =1 09). (1 


no 


Reciprocamente, si para la función f(x) existe el límite (1), ¿se 
puede afirmar que esta función admite derivada? Examinar el ejemplo 
de la función de Dirichlet (véase el cap. I, problema 734). 

Utilizando la tabla de derivadas, hailar las derivadas de las siguientes 
funciones: 
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834. y=2+x—a", 
¿A qué esigual y' (0); y” (7) YO y (—I10) 
e s 
835. ¿=3 +5 —2x. 
Para qué valores de x: a) y" (x)=0;b) y' (x)=—2;c) y' (x)= 10? 
836. y=a"])50 e — ax, 838, y =(x — a) (x—.b). 


ax—+ bh > 
837. =>. 839. y=(x+1) (42) (+8). 
840. y =(xsín a ++ cos a) (x cos a— sin a). 
841. ¿(14 1x7 (1—4 mx”), 
842. y=(1 — 30 —x 9 (1 —a0 Y, 
842.1. y=(5+2:0) (3 —4xy"", 
1 2 3 
844. Demostrar la fórmula 
ax by” 
Eu 
Hallar las derivadas de las funciones: 


ca 
c dq 


(ex +- dj" 


545, y= Y. 850. y 

846. = E: 851. yZ=x YY AV e, 
847. IS UT" 852. + ty 
848. y = ERA 853. y = VE —= 720 
34, y= 3%. 854. y=xV TPxo 


855. y=(01+0V12 +3 4Ex. 860, ra y a Vi+YVx. 
A 
856. yO "VITAE sam. y=V1A4VUIE Y 


xXx . 
RÁ KA 862, y =co0s 2x — 2sinx. 
Y y 
858. y= EZ 863. y=(2—x")cosx + 2xsinx. 


I 
IA AA 
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64. y=sinfcos* x)- cos (sin? x). 


AAA A 


1. DERIVADA DE UNA FUNCION EXPLICITA 


865. y =sin” x cos 1, simtx 
866. y =sin (sin (sin x)]. AS sin xl * 
80 ' COS x 
869. rr pr 858. y Taánzx" 
870. A 874. y=sectt + cosectZh 
A x 876. y=sin[cos? (tg? 0 
871. y=tg 3 ctg 5 + 876, y=e-". 
1 | E 
872. y=tg 3 lyrtz tas X. 877. e Y 
873. y=4V cet x + Y ctgt pa 878. y=e*(x4-—2x +2). 
879. y= [E 0 2 cos 4] e7 
e x == pax 2. sin bx— b ecos bx 
880, y=e (14 ctg 7)- 882. y a 
881. y= CMAPEOA 883. y=e porqe 
x [e] b ; 
884. y= (5) (2) (2, ] (a>0, ¿5>0) 
885. y=x el +a* (a>> 0). 887. y = In (In (in x)). 
886. y=1g*x 888. pd (nr 0). 
ÉL, 
l., 4-1 
1 SM y 
891. 220 ra 
l x VI-—Vy2 
892 y=——tm =—__—_—=, 
ELE 
Fi 
893. y= m4 Pm YE (0<k<1). 


a 

895. y=In (x4+ Y x*4 1). 

896. y=x In (4 Y 14 Y 1. 

897. y=x1W (+ VM 1x2 Y TH xml VIE) 42. 
89. y=3V AFA ln (4 Ea). 


899. 


Yy=> 


la Va+xVb 


] 
Va VE (a>0, b>0). 
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24312 I94yYT= 2 
900. y= + <) VI 340 EE, 


901. y=Intg£. 903. y ==> ctgx-+Insin x. 
902. y=Intg (5 +3). 904. y=In VE. 
E 

306. a Sir O<ja|<|b). 


907, iia x—+ 6 in x 4-6), 
1 
908. y=¿3 102 — Tr: 
909. y=35( TER LOA YM TED. 
i 1 ] 
910. ym [410 (54102)], 
911. y =x [sin (In 1) —cos (In x)]. 


912. y=in tg 7 —cos x- In tg x. 915. y=arcigÉ, 

, ¿Y 
913. Aa 916, y= 37 acdghe, 
914. y= 917. y=V x—arcta Vx. 


918. y=x-W+]1 Max. arccos .x. 


919. y=x arcsin ve pH arctg Vx—V x. 


920. y=arccos ; 923. y= arcsin (sin x — cos x). 
921. y=arcsin (sin x). 924. y=arccos Y T—x2 
922. y=arccos (cos? x). 925. y=arctp Es E 


sina-—Lcos x 
926. y =arcctg a ; 
Sin X— COS x 


=> arctg ná tas) (a > b= 0). 


l 
arccos* (1?) 


927. y= 


928. y=ascsin 929. y= 


xa 
qx 
930. y=arctex+ > arctg (13). 
931. y=10 (1 -Esio? x)—2 sin x « arctg (sin.x). 
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932 y=In (arccos 7=): 


Vx 
933. y=1In ESO +lLasctgl, 
Vx pt 6 6 
934. y=FV 842245 arcsin L (a > 0). 
- I a+ 2x— 
935. y == ln 
> y =x5¿ pr y mete VE 


036. y=-— im ar? +1 A A 


= ——_—__—_——— — = ta == — 
A E CS 
937. y =x (arcsin xP? +2 1—x? aresinx —2x, 


_arecosx y 1, 1-YI=x* 
938. == ——= 3 Vta 
E nx 

939, y=arect ai l]— ==, 

y=arctg Vx V= 
940. y= == +> ns. 

_ 1, aoxdl 1 Ya 
a rn a ddr 
4 
942. YT a arectg xt 
lVx +2 Vx 

943. y =15n HE +V 3 arct z 

VIV +YA E 
944. =arct A A 

E £ py T=x3 
945. y marca (a > 0). 

ax —x 
946, y= Y TZ 
ISA 

947. yz 1 Es — aci Ez a 


948. y=arctg (tg? x). 
ii be 
VIi=xe 
sa V l-—x2+4arcsinx, 


la 
| ias via? 
950. y =xarctgx—3 In (1 +12) — + (arctgx) 


951. y=In (e*4 Y 1+e2), 952. y=arcig (lx + Y T43. 
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953. y —arcsin (A). 
Íl — 04005 x 


in Y A4+2— x Y+2 

954, y=-— a A a q arctg 2 e ; 
1 E la YTEX =xY 7 
Vit e 1412" PERS vi” 
EN IZ 

956. y=i e ER 0 arcetg 7 dE > + 
957. y==arccos (sin x*— cos x*). 
958. y =arcsinm (sin x*) -Larccos (cos x”). 
959. y =e"arciax [cos (m aresín x) sin (e arcsin x)]. 


960. y=arctge* — ln Vi > 

960.1. y 2 1 EVITE, 

960.2. y =a rc lg ——z, 
Y sz 


1/7 

960.3, y =Im* (sec 2W ). 
961. y=x4 4x0" (15> 0). 
962, y=x" 4-14 ar (a7>0, x5>0). 
963. y=Yx  (x>0) 
964. y = (sin x)0s* 4 (cos xpsinx, 
965. y= (In xJ":xa4nx, 

—_ [ arcsin (sin? x) 3 asciga 
965.1. y= l arecos (tos? x) Ñ 
968. y=log, e. 

s 1 

967, y=!In ho) 
968. y=22 — in (eth). 
969. tas 


955. y== E arctg 


970. y =arccos (3) ] 


hx 


am. y EP arg (Y o) 0 lb1<a) 
972. Hallar la derivada de la función 
y=!Ín (cos! xp Y 4 cos* x), 


introduciendo la variable intermedia u = cos? x. 
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Aplicando el método indicado en el ejercicio 972, hallar las derivadas 
de las funciones: 


973. y= (arc cos xy* [ln (arc cos x) — ]n (arc cos x) 4- 7] : 


WEAS 
974. y=xyarctg(Y/ 1x4 ar 


el, ++ ln (1 — 3, 


— y? 
e arc sinie” 


Me 
Am Les 


977. Hallar las derivadas y construir las gráficas de las funciones y 
sus derivadas, si: 


a) y=Ixl, b)y=x]x|; c) y =1la|x]. 


978. Hallar las derivadas de las siguientes funciones: 


975. P= 


976. y= E are ctga” y 


a) y=|(x—1) (04 13): Cc) y =are cos E 
b) y=]/sin* x |; d) y =[x] sin? nx. 


Hallar las derivadas y construir las gráficas de las funciones y sus 
jenvadas: 


979, l—x si —00 << l; 
(11—x(Lx) si 1eEr<?; 
— (2 -— x) si 21400, 
(x—a (x—HY si a<x<b; 
0 fuera del segmento (a, 5]. 
e | x si 50; 
Ada 22 ln (d+) si x3=0, 
Í arc tg x si |xl<i; 
1 Y —1 ; 
| sen a 12 >T 
peer si [xi<l; 
2 s | x]>1. 
984. La derivada del logaritmo de la función dada se llama derivada 
logarítmica de dicha función: 


EA o A 
z (0) 
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Hallar la derivada logarítmica de la función y, si: 


aj y= SY: D) y=(x—aJ x—a)”... (ea); 


a n 
c) yJ= x= BF" d) y=(x4 VIE)" 


985. Sean y (x) y y (x) funciones derivables de x. Hallar la derivada 
de la función y, si: 


2) y —V Pd + Y) b) y=arc tg HE. 


ds" V PD (0040; y) >0) 

d) y 108920 PH (p0)>0 p()>0). 

986. Hallar y”, si: 

a) y=/J(0y b) y=/(0) e 60, 

0) y=f (sin? x) + (cos? xo), d) y =f 1160) 
donde f (u) es una función denvable. 

986.1. Hallar £'(0), si: 

Foao=x(x—1) (22). ..(x— 1000). 

987. Demostrar la siguiente regla de derivación de un determinante 

de n-ésimo orden: 


ICI CIA A EN Fu Jr 6 +. Ln (2) 


A A 


. . . o... o. o. o. . + 4 0» 


Fai In (x) ... Fan(x) da [ESPN Ll E (x) 


988. Hallar F' (x), si: 
x—1 r 2 


F()=| —3 x 3 
-2 —3 x+1 
989, Hallar F' (x), si: 
A 
FUN)=|1. 2x2 321. 
0 2 6x 


990. Se da la gráfica de una función. Construir aproximadamente la 
gráfica de su derivada. 
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991, Comprobar que la función 


1 ; 
*sin= si x>x0; 
0= a e 
0 31 x=—0 
tiene derivada discontinua. 
992. ¿Cuáles la condición para que la función 


f)=x"sin— (0) y F00)=0 


sea: a) continua en x=0; b) derivable en x=0; c) admita derivada 
continua en x = 0? 


993. ¿Cuál es la condición para que la función 
A)=1<Psin Ta (070) y F(0)=0 (m>0) 
admita: a) derivada acotada en un entorno del origen de coordenadas: 
b) derivada no acotada en dicho entomo? 
994. Hallar f' (a), si 
FoO=x—09(6) 
y ta función y (x) es continua en x =4, 
995. Comprobar que la función 
FO) =|:— alq (o), 
donde p (x) es una función continua y p (2) + 0, no admite derivada en 


el punto a. 
¿A qué son iguales las derivadas laterales f* (a) y f; (a)? 


296, Construir un ejemplo de una función continua que no :tenga 
derivadas en los puntos dados 2,,4»,,..., Gp. 


397, Comprobar que en cualquief entorno del punto x=0, la fun- 
ción 


Ho=elo tl] (00) y f0=0 


tiene puntos en los cuales la función no es derivable, a pesar de que la 
misma es derivable en el propio punto x = 0, 
Construir el diseño de la gráfica de esta función. 


998. Comprobar que la función 


19=| 


admite derivada solamente para x=0. 


x%, six es racional, 
0, six es irracional. 


107 


CAPITULO 2. CALCULO DIFERENCIAL DE LAS FUNCIONES DE UNA VARIABLE 


999. Estudiar la derivabilidad de las siguientes funciones: 


a) y (x—D(e—YDYAx—3 PE cy | isintx; 
b) y =| cos x |; d) y=arcsin (cos Xx); 
x—!l . : 
e) y=/ — q Ee+I? ss jr]<), 
Lx |—1 si ais. 


Para la función f(x), hallar la derivada a la izquierda f% (x) y la 
derivada a la derecha f/ (x), si: 
1000. /)=|x|1. 1001. FG) =(x)] sin nx. 


1002. f()=x cos E | (20), F(0)=0. 
3003. (0) =VY sinx?. 
1004, (3) =—— (20) f(0=0. 
ler 
1005. f(x=Y 1=e-". 1006. f(x)=]In|x|| (x=0). 


] 2x 
1007. f(x) =arcsin TF: 


1008. Fl) =(x—DYarctg 7 (122, J(2)=0. 


x—2 


1009. Comprobar que Ja función f(x) =x sen— sixHt0yf(0)=0, 


es continua en x= 0 pero no tiene en este punto derivada a la izquierda 
y denvada a la derecha. 

1009.1. Sea x, un punto de discontinuidad de 1* especie de la 
función f (x), Las expresiones 


| f(x) tim Ltd HD 

y 
amm ¿(204 Af (+0) 
tes SS 


se llaman derivadas laterales generalizadas (a la izquierda y a la derecha, 


respectivamente) de la función f (x) en el punto xo. 
Hallar £ (xo) y £,(%0) en los puntos de discontinuidad xp de la 


función f (x), si: 


2) (09 = LEE, iem=—. 
l4er 
1+:x 


b) f)=arctejz; 


l—x 
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1010. Sea 
| E O e 


PLO=1 ar-Ló, si > 


¿Cómo se deben elegir Jos coeficientes a y b para que la función f(x) 
sea continua y derivable en el punto x/¿? 


1011. Sea 
| FO, 5 xx; 


lar+b, si >x, 


donde la función f (x) es derivable a la izquierda en x=xp. 
¿Cuál debe ser la elección de los coeficientes a y b de la función 
f" (x) para que ésta sea continua y denvable en el punto xp? 


1012, Construir en el segmento a<x <b la conjueación de dos 
semirrectas 


y=k (ia) —o<i<a e y=kir—6) (b<x< +00) 
mediante la parábola cúbica 
y = Ax —a) (x— b) (x—c), 
donde los parámetros A y e deben ser elegidos adecuadamente. 


2 
$ (|x| ><) mediante la 


1013, Completar la parte de la curva y = 
parábola 


A 


(donde a y b son unos parámetros desconocidos), de tal modo que 
resulte una curva lisa. 


1014. ¿Se puede afirmar que la suma 
Fl) ==) + g (x) 


no admite denvada en el punto x=.xp, st: a) la función f(x) tiene 
denvada en el punto Xp, y la función 2 (x) no tiene derivada en este 
punto; b) ambas funciones f (x) y £ (x) no tienen derivada en el punto 
Xd 


1015. ¿Se puede afirmar que el producto 


El) =J (0) g (e) 
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no admite dernvada en el punto Xy, si: a) la función f (x) tiene derivada 
en el punto xp, y la función g (x) no tiene derivada en este punto; b) 
ambas funciones f (x) y g (x) no tienen derivada en el punto xy? 

Examinar los ejemplos: a) fO)=x £0)= xl; bD fa)=]|x! 
g )=| x |, donde xp =0. : 


1016. ¿Qué se puede decir de la derivabilidad de la función 
El) =f(g (+) 


en el punto dado x=Xp, si: a) la función f(x) tiene derivada en el 
punto x=g(x¿), y la función g (x) no tiene derivada en el punto 
x=X0; b) la función no tiene derivada en el punto x=g (xo), y la 
función g (x) tiene derivada en el punto x =x¿; cc) la función f (x) no 
tiene derivada en el punto x=g(x0), y la función g (x) no tiene 
derivada en el punto x = x,? 

Examinar los ejernplos: 

la=", g0)=lxk by) /=lxl 2gíx=x% 0) /(0= 


=2x+!|xl, gi =3x— 31x1, donde xy = 0. 
1017. ¿En qué puntos la gráfica de la función 
=x + Y sin x 
tiene tangente vertical? 


Construir dicha gráfica. 


1018. ¿Puede tener una función f(x) en un punto de discontinui- 
dad: a) derivada finita; b) derivada infinita? 

Examinar el ejemplo: ñ (x) = sen x. 

1019. Si una función f (x) es derivable en un intervalo acotado (a, b) 


y 
lim f(x) = 00, 
+0 


¿necesanamente tiene que ser 


l) tim F (x)=00; 2) lim! f' (x)] =007? 


Examinar el ejemplo: f(x) => —+ cos => cuando x — 0. 
1020. Si una función f (x) es derivable en un intervalo acotado (a, b) 


y 
lim f (x) = 00, 
x>»q 
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¿necesariamente tiene que ser 


lim f(x) 00? 


Examinar el ejemplo: f (x) =Y/X cuando x — 0. 


1021. Supongamos que la función f(x) es derivable en el intervalo 
(Xp, + 0%) y que existe lim f(x). ¿Se deduce de esto que existe 


: p Xx» +00 
lim PD? 
R>_+0 

Examinar el ejemplo: 


sin (1%) 
(mM=*2, 


1022. Supongamos que una función acotada Fí(x) es derivable en el 
intervalo (Xp, +0) y que existe lim f'(x); ¿Se deduce de esto que 
X =* 200 


existe lim f(x) finito o infinito? 
> 0 
Examinar el ejemplo: 
Fe) = cos [In x), 


1023. ¿Se puede derivar término a término una desigualdad entre las 
funciones? 


1024. Deducir las fórmulas para las sumas: 
P¿=14 2438. +|ax 
O. =V 428x372 Ao y Fax, 


Indicación. Examinar +? Y, 
1025. Deducir las fórmulas para las sumas: 


cn 2x4... Lbsinnx 

7, =c08%- 200520... cos 1. 
1025.1. Deducir la fórmula para la suma: 

S,=hx42c02x4...nchax, 
Indicación. S,=(sir+sh2+.., Pshnax”. 
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1026. Aplicando la identidad 


Xx Xx i 
A A 


C 
05 n 55 


deducir la fórmula para la suma 
E A A E 
A A E 


1027. Demostrar que la derivada de una función derivable par es una 
función impar, y que la derivada de una función derivable impar es una 
función par. 

Dar una interpretación geométrica de este hecho. 

1028. Demostrar que la derivada de una función derivable periódica 
es de nuevo una función periódica del mismo período. 


1029. ¡Con qué velocidad aumenta el área de un círculo en el 


momento en que su radio se hace igual a R=10cm, si dicho radio crece 
uniformemente con la velocidad 2 cmfs? 


1030. ¿Con qué velocidad varían el área y la diagonal de un rectán- 
gulo en el momento en que uno de sus lados x = 20 m, y otro de sus 
lados y= 15m, si el primer lado disminuye con la velocidad de 1 mfs 
mientras que el segundo aumenta con la velocidad de 2 m/s? 

1031. Desde un mismo puerto salieron simultáneamente un barco Á 
en dirección norte y un barco B en dirección este. ¿Con qué velocidad 
crece la distancia entre ellos, si la velocidad del barco 4 es igual a 
30 km/h y la del barco B es igual a 40 km/h? 


1032. Sea 


E SE DEAN 


s0=) 2x2, si 2X<xX3“00, 


y sea S (x) el área de la superficie limitada por la curva + =f (x) el eje 
Ox y la perpendicular al eje Ox, trazada por el punto x (x > 0). 

Formar la expresión analítica de la función S (x), hallar la denvyada 
S' (x) y construir la gráfica de la función y = S' (x). 

1033. La función $ (x) es el área de la superficie limitada por el arco 
de Ja circunferencia y =Wa? — x?, el eje Ox y dos perpendiculares al eje 
Ox, trazadas por los puntos O yx(|x!<a). 


Formar la expresión analítica de la función S (x), hallar la derivada 
S” (x) y construir la gráfica de esta derivada. 
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2. DERIVADA DE LA FUNCION INVER5A 


8 2. Derivada de la función inversa. 
Derivada de una función dada en forma paramétrica. 
Derivada de una función dada en forma implícita. 


1% Derivada de la función inversa, Una función derivable y = Ho) 
ta <x <b), con derivadaf'(x) %0, tiene función inversa uniforme y 
continua x=f7?* (y), siendo también la función inversa derivable, y 
venficándose la fórmula 


2. Derivada de una función dada en forma paramétrica, El sistema 
de ecuaciones 


a (a<t<P), 
y=vy (0) . j 


donde p (1) y y (2) son funciones derivables y y" (£) <0, determina a y, 
en cierta región, como función uniforme y derivable de x: 


I= Y (9 
la derivada de esta función puede hallarse por la fórmula 


y 
x— e 
% 
3.2 Derivada de una función dada en forma implícita. Si una función 
denivable y = y (x) satisface a la ecuación 
F(x, y=0, 
la derivada y»"=y” (x) de esta función implícita puede hallarse de la 
ecuación a 
q (67 y))=0, 
donde F(x, y) se considera como función compuesta de la variable x. 
(Véase más detalladamente respecto de las funciones implícitas deri- 
vables en la parte IL, cap. VI, 3 3.) 
Problemas: 


1034, Comprobar que existe una función uniforme y = y (x), defini- 
da por la ecuación 
y + 3y = AX, 


y hallar su derivada y. 
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1035. Comprobar que existe una función uniforme y = v (x), defini- 
da por la ecuación 
yJ—esiny=x (0<e< 1, 


y hallar la derivada y?.. 
1036, Determinar Jos campos de existencia de las funciones inversas 
x =x (y) y hallar sus derivadas, si: 


3) y=x-+10x(x0>0) c) y=shx; 
bi y=x+.e*; d) y=thx. 


1037. Separar las ramas uniformes y continuas de las funciones 
inversas x=x (y), hallar sus derivadas y construir las gráficas, si: 


2 
ISI DI= c)y=20e "2", 


1038. Construir el diseño de la gráfica de la función y=w+4(x) y 
hallar la derivada Y'y,siix=—1+2t-(1 y=2-3f48, ¿A qué es 
igual v', (x)enx=0yenx=- 1? ¿En qué punto M (x, y) la derivada 


y y (x) =0? 
Hallar las derivadas y", (los parámetros son positivos), si: 


1039. x= y/ I— VE, J=V 1-YE 


1040. x==sin” £, y=:c0s' f, 

1041. x=acosft, y=bsint. 
1042. x=—auchf, y=05b!, 

1043. x=acos? f, y=aesin f, 
1044. x=a(t—sinf), y =a(l-—cosf). 
1045. x=e* cos” £, y=e" sin? 1 


. f ] 
1040, x==arcsiín == = arc cos á 
ViIF2 d Vipá 


1047. Comprobar que la función y= y (x), definida por el sistema 
de ecuaciones 


=2U4 11, y=3+44|4), 


es derivable para 1=0, a pesar de que su derivada en este punto no 


puede hallarse por la fórmula ordinaria, 
Hallar las derivadas y', de las siguientes funciones, dadas en forma 


implícita: 
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1048. x "+ 2xy— y =2x. 
¿A qué es igual y” parax=2ey=4, y parax=2e y =0? 
1049. 4 id (parábola). 


1050. + =1 (elipse). 

1051. VxY+Vy=V< (parábola). 

1052. x? + y? =a* (astroide). 

1053. arc tg z =in Y x* + y* (espiral logarítmica). 


1054. Hallar y',, si: : 


a) r =ap (espiral de Arquímedes), 
b) 1 =a(1 cos qp) (cardioide); 
Cc) r:==ae”* (espiral logarítmica), 


donde r=Vx*+ y? y q arc tg - son las coordenadas polares. 


8 3. Significado geométrico de la derivada 


1. Ecuaciones de la tangente y de la normal Las ecuaciones de la 
tangente MT y de la normal MN a la gráfica de una función derivable 


Fig. 7. 


y=f(x) en su punto M (x, y) (fig. 7), tienen la forma 


Y —y=yY (X — 1) 
yy 


respectivamente, donde X, Y son las coordenadas variables de la tangen- 
te o de la normal e y' =f' (x) es el valor de la derivada en el punto de 
contacto. 

2.” Segmentos tangente y normal Para los segmentos tangente y 
normal: PT es la subtangente, PN es la subnormal, MT es la tangente, 
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MN es la normal (fig. 7); como tguw=y!, se obtienen los siguientes 
valores: 


pr=|4|, PN=1yY l, 
| ETS MN=|y VIE? 


3.” Angulo formado por la tangente y el radio-vector en el punto de 
contacto. Sir=f(p) es la ecuación de la curva en un sistema polar de 


Fig. 8, 


coordenadas y f es el ángulo formado por la tangente MT y el radio-vec- 
tor ÓM en el punto de contacto M (fig. 8), se tiene 


F 


tp = —. 


Problemas: 
1055. Escribir las ecuaciones de la tangente y de la normal a la curva 
A 
“en los puntos: aj A —1,0):b)B (2, 3);c) € (3, 0). 
1056. ¿En qué puntos de la curva 
y=2+41x—u 


la tangente a la misma: a) es paralela al eje Ox; b) es paralela a la 
bjsectriz del primer ángulo coordenado? 


1057. Demostrar que la parábola 
y=alx—x,) (x — x,) (2520, EA 


corta al eje Ox bajo unos ángulos a y glo Xa <>, D<B <=) que son 
iguales entre sí. 
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1053. Determinar en la curva 


y=2sinx (— ASIS) 


aquellos trozos en que la pendiente de la curva (o sea, | y |') es superior 
al. 


1059. Las funciones 
y=x e y =x+40.0! sin 1 000 xx 


se diferencian entre sí no más de 0,01. ¿Qué se puede decir respecto del 
valor máximo de la diferencia de las derivadas de estas funciones? 
Construir las gráficas correspondientes. 


1060. ¿Bajo qué ángulo corta la curva 
y= Inx 
el eje Ox? 
1061. ¿Bajo qué ángulos se cortan las curvas 
PS y? 
1062. ¿Bajo qué ángulos se cortan las curvas 
Yy==sinx e y=C05x? 
1063. ¡Cómo debe de elegirse el parámetro 1 para que la curva 
y =arctgax (1> 0) 
corte al eje Ox bajo un ángulo mayor que 399? 
1063.1. Comprobar que la curva 


Sd 
a)si 0 a< 1 es tangente al eje Oy; 
bis 1 a<-Foo es tangente al eje Ox. 


1063.2. Comprobar que la curva 
xP, si x=£0; 
E A 


si x=0, 
es tangente al eje Oy en el punto A (0, 1). 
1064, Determinar el ángulo formado por las tangentes a la izquierda 
y a la derecha a la curva: a) y=y/ 1 —e7*%?** en el punto x=0; b) 
2 
y = arcsen E en el puntox= 1. 
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1065. Comprobar que la tangente a la espiral logarítmica 
r ae"? 


(a y m son constantes) forma un ángulo constante con el radio-vector 
en el punto de contacto. 


1066. Determinar la longitud de la subtangente a la curva 
y=ax”, 


e indicar después un método de construcción de la tangente a esta 
curva. 


1067. Demostrar que para la parábola 
y* =2px 


a) la subtangente es igual al doble de la abscisa en el punio de 
contacto; b) la subnormal es constante. Indicar un método de construc- 
ción de la tangente a la parábola. 


1068. Demostrar que la curva exponencial 
y¡=0e*— (a>0) 


tiene subtangente constante. Indicar un método de construcción de la 
tangente a la curva exponencial 


1069. Determinar la longitud de la normal a la catenaria 
x 
y=ach 74 


en cualquiera de sus puntos M (Xp, Pp). 
1070. Demostrar que, para la astroide 


xx +yi=a (a”> 0) 


la longitud del segmento de la tangente, comprendido entre los ejes de 
coordenadas, es una cantidad constante. 


1071. ¿Qué relación tiene que haber entre los coeficientes a, b y C, 
para que la parábola 


y=0ax* | bite 
sea tangente al eje Ox? 
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1072, ¿Cuál esla condición, para que la parábola cúbica 
J= px q 
sea tangente al eje Ox? 
1073. ¿Para qué valor del parámetro e, la parábola 
y= ax* 
es tangente a la curva y = ln x? 
1074, Demostrar que las curvas 


IZ MO ULOD>O) 
y =f (x) sin ax, 


donde f(x) es una función derivable, son tangentes entre sí en los 
puntos comunes. 


1075. Comprobar que las familias de hipérbolas 


*—y=a 
xy=b 


forman una red ortogonal, es decir, estas curvas se cortan bajo ángulos 
rectos. 


1076. Demostrar que las familias de parábolas 
y =4a(a— x) (a > 0) 
y—4b(b+x) (b> 0) 
forman una red ortogonal. 
1077, Escribir las ecuaciones de la tangente y de la normal a la curva 
i=U—P, y=3U Pf 
en los puntos: a) £=0;b) += 1. 
1078. Escribir las ecuaciones de la tangente y de la normal a la curva 


E __U—f 
AS E PE 
en los puntos: a)1=0,b)1=1,c)f=o0. 
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1079. Escribir la ecuación de la tangente a la cicloide 
x=alt—sint), y==a(l-——cosf) 


en un punto arbitrario f=fp. Indicar un método de construcción de la 
tangente a la cicloide. 


1080. Demostrar que, para la tractriz 
x=0( Intg 7 cost), y=asint (a >0, 0<1<m 


el segmento tangente es de longitud constante. 
Escribir las ecuaciones de la tangente y de la normal en los puntos 
dados a las siguientes curvas: 
1081. LLE =1, M(6; 64) 
109 64 y ANN 
1082. xy +Iny=1, 4(1; 1), 


8 4. Diferencial de una función 


1.2 Diferencial de una función. Si el incremento de una función 
y =f (0), de la variable independiente x, puede expresarse en la forma 


Ay =A (x) dx +o(dx), 


donde dx = Áx, entonces, la parte lineal de este incremento se llama 
diferencial de la función y: 


dy =A (dx. 


Para la existencia de la diferencial de una función y =f (xx) es necesario 
y suficiente que exista derivada finita y” =f"(x), verificándose Ja igua)- 
dad: A 

dy = y dx, (0) 


La fórmula (1) conserva su validez también en el caso en que la 
variable x es una función de una nueva variable independiente (propie- 
dad de invariabilidad de la diferencial primera). 

2.2 Acotación de pequeños incrementos de una función. Para caleu- 
lar pequeños incrementos de una función diferenciable f (x) puede 
aplicarse la fórmula 


Eix+a0—10=f (Ax, 


cuyo error relativo es arbitrariamente pequeño para valores suficiente- 
mente pequeños de | Ax |, sif'(x) 40. 
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En particular, si la variable independiente x se determina con un 
error absoluto límite | A, |, entonces A, y 9,, que representan los 
errores absoluto y relativo de la función y =f (x), se expresan aproxi- 
madamente por las fórmulas siguientes: 


A, = A, 


3 =1 mty ir ta, =|Efar, 


Problemas: 
1083. Para la función 


Fo) =x* —2x +1 


calcular: 1) Af (1); 2) df (1) y compararlos entre sí, en los casos: a) 
Ax =1;b) Ax =0,1; c) Ax=0,01. 


1084. La ecuación del movimiento viene dada por la fórmula 
x= Sl, 


donde f se mide en segundos y x en metros. 


Para el instante £=2s, calcular Ax, que es el incremento del trayec- 
to, y dx, que es la diferencial del trayecto, en los casos: 


aját=1sS, b)A1=0,1s; c) Af=0,001 s. 

Hallar la diferencial de la función y, si: 
l 

1085. y ==>. 1088. y=I0|lx- Y x*+2a1, 
1 X 

1086. y => arc tg — (a 40). ió y=arcsín  (a7=0), 


1087. ¿101 

1099. Hallar: 

a) dtxen e) aves 
b) d (sin x — xcos x); f) (=) 

c) dl): 8) 21n(1—x”; 

d) ae): h) 8 (are cos 7): 


pe imle(3+2)]). 
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Sean u, y, w funciones diferenciables de x. Hallar la diferencial de la 
función y, si: 


1091. y = 407w. 1094, y = arctg =. 
1092, y =-7. 1095. y=In Ye por, 
1 
1093. y= —=—=, 
J Fay pi 


1096. Hallar: a) = ¡a — 2 — 10); 


sin Y dígx, 
b) ea Xx ); d) diag” 
) d (sin x). ) d (arc sin x) 
d ícosxy” d (arc cos x) * 


1097. En un sector circular, R = 100 cm y el ángulo central a. = 607. 
¿Cuánto variará el área de este sector, si: a) se aumenta 1 cm su radio, R; 
b) se disminuye 30" el ángulo a? 
indicar la solución exacta y la solución aproximada. 


1093. El periodo de oscilación del péndulo (en segundos) se deter- 


mina por la fórmula 
E 
= 2 ye a 
T rn Z 


donde / es la longitud del péndulo en centímetros y g= 981 cmfs? es la 
aceleración de la fuerza de gravedad. 


¿Cuánto se debe alterar la longitud de un péndulo /= 20 cm, para 
que el período T aumente 0,05 segundos? 


Sustituyendo el incremento de la función por la diferencial, hallar 
aproximadamente los siguientes valores: 


1099. ¡/ 1,02. 1102. arcig 1,05, 
1100, sin 29%. 1103, lg 11. 
1101. cos 151% 

1104. Demostrar la fórmula de aproximación 


Viti=0+ 5 (a > 0), 


donde |x| <a (a relación A <B entre las cantidades positivas 4 y B 
denota que A es muy pequeño con respecto a 8). 


Aplicando esta fórmula, calcular aproximadamente: 
a) 15 b) 434; 0) 4120 y compararlos con los datos de una tabla. 
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1104.1. Demostrar la fórmula 
X 
Yaátx=24+ 3" (a>0, x0>0), 
e a 
0 << E o ES? a 
1105. Demostrar la fórmula de aproximación 


Ya px ad (a > 0), 


donde 


donde |xl<a 
Aplicando esta fórmula, calcular aproximadamente: 


a) 19 b) /80; c) (4100, 3) 1000, 


1106. El lado de un cuadrado es x=2,4 m4 0,05 m. ¿Con qué 
errores absoluto y relativo límites se puede calcular el área de este 
cuadrado? 

1107. ¿Con qué error relativo se admite medir el radio R de una 
bola, para que pueda determinarse su volumen con una exactitud de 
hasta el 1 %? 

1108. Para determinar la aceleración de la fuerza de gravedad me- 
diante las oscilaciones de un péndulo se utiliza la fórmula 

4n'í 
E= FT > 


donde ! es la longitud del péndulo y T es el período total de las 
oscilaciones del mismo. ¿Cómo influirá en el valor de g el error relativo 
$ al medir: a) la longitud ?; b) el período 7? 


1109. Determinar el error absoluto dei logaritmo decimal del núme- 
ro x (x > 0), si el error relativo de este número es igual a 6. 


1110. Demostrar que los ángulos obtenidos en una tabla logarítmica 
de tangentes se determinan con mayor exactitud que los obtenidos en 
una tabla logarítmica de senos que tenga el mismo número de cifras 
decimales, 


$ 5. Derivadas y diferenciales de orden superior 


1% Definiciones principales. Las derivadas de órdenes superiores de 
una función y» =f (x) se definen sucesivamente por las relaciones ( ¡Su- 
poniendo que tienen sentido las operaciones correspondientes! ): 


[0 (x) = (0-0 (09 (n=2, 3, ...) 
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Si una función f (x) admite derivada continua f()(x) en el intervalo 
(a, b), se escribe abreviadamente: f(x) € CWW(a, b). En particular, si 
f(Gc) admite derivadas continuas de cualquier orden en (a, b), se emplea 
la expresión: f(x) € CC” (a, b). 

Las diferenciales de órdenes superiores de una función y =f (1) se 
definen sucesivamente por las fórmulas 


yd. (n=2, 3, ...) 


donde se ha admitido que d! y = dy = y'dx. 
Six es la vanable independiente, se hace; 


dix ==... =0 
En este caso se venfican las fórmulas: 
dPy=g a” e y, 


2.2 Fórmulas fundamentales: 
L (AFyM=oa" ina (> (AM=e", 


IL (sin =sin (» q) R 


TI. (cosx)"" — cos ( -+ 5) ; 


WN. BOI == mm — D)...(1m—n +11" 
v. TAS 


3.2 Fórmula de Leibniz. Si las funciones u =p (x) y »= y (x) admi- 
ten derivadas de n-ésimo orden (son a veces derivables), se tiene: 


n 
tuuJ = Y CÚsMpin=b, 
i=0 


y 


Análogamente, para la diferencial d” (1»), resulta: 


d” (uv) =% Can “Iudlo, 


1=0 
donde se ha hecho d%y =u y ay =y, 
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Problemas: 
Hallar y”, si: 
1111. y=xY 1 4x?. 1115. y=(1+x% arcle x. 
Xx Ñ : 
1112. y= —==. 116, y=2 M2 
> Vi—« y VIi=x" 
1113. y=e"*, 1117. y=xInx. 
1114, y=!tgx. 1118. y=1n fix). 


1119. y=x sin (In x) 4 cos (In x)]. 
1120. Hallar y (0), y" (0) e y” (0), si: 


y =e%"* cos (sin x). 


Sean u =yp(x) y v= J Ce) funciones que admiten derivadas hasta de 
segundo orden. Hallar y” 


1121, yu". 1123. y=Vu pour. 
1122. y=In 5. 1124, y=:w" (u40>0). 


Sea F0) (oa qn que admite derivadas hasta de tercer orden. 
Hallar ye y” 


1125. e de 1127. y—=f(e%. 
1126, y=1(2). 1128. y =f(Inx). 


1129. y =f(p(G)), donde y (x) es una función derivable una canti- 
dad suficiente de veces. Hallar y e y”” 


1130, Hallar a? y para la función 
IE 


en dos casos: a) x es la variable independiente; b) x es un argumento 
intermedio. 
Considerando a x como variable independiente, hallar d? y, si: 


1131. y=V TEX. 1132. y="2, 1133. y=x". 


Sean y v funciones de variable x, dos veces derivables. Hallar ¿2? y, 
si: 
1134, y=uv. 1135, y=%, 


1136. y=u"v" (m y n son constantes). 
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1137, y=a" (e>0). 1139, y=arctgH, 
1138. y=IY ui Eñ, 


nt 


Hallar las derivadas y, Ys , Y,> de la función y = y (x) dada en 
forma paramétrica, si: j 


1140. x=2t—-f”, y=3i—P. 
1141. x=acosf, Y=eosint, 

1142. x=a(t— sin f), y=a(l—cos /). 
1143. x=e!lcosf, y=e! sint. 
1144. x= (0, IP 0/8. 


1145. Supongamos que la función y =f (1) es derivable una cantidad 
suficiente de veces. Hallar las derivadas xx, x'", x*Y de la función 
inversa x =f 7? (y), suponiendo que estas derivadas existen, 

Hallar yy, vx=» e yz» de la función + = y» (x), dada en forma 
implícita: 

1146. x? + y? =25. ¿A qué son iguales »”, y” e y” 
M (3, 4) 


1137. y =2px, 1148. *—xy y, 


, 


en el punto 


Hallar y, e yx>,si: 
1149. y 7 2Iny=x!*. 
A XA arc lg Y 
1150, Vi F3=ae Y (a>0. 


1151, Sea f(c) una función definida y diferenciable dos veces para 
x< xy. ¿Cómo deben elegirse los coeficientes a. b y € para que la 
función 


fio, si x<x: 
F Aun , == Ag ] 
be 1 ax—x) poblx—x) he si xo>x, 
sea diferenciable dos veces? 
1152. La ley del movimiento rectilíneo de un punto es: 


=10+ 201 —5f. 


Ha!lar la velocidad y la aceleración del movimiento. ¿Á qué son iguales 
la velocidad y la aceleración en el momento f= 2? 
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1153. El punto M (x, y) se mueve uniformemente sobre una circun- 
ferencia x? +y*=a*, dando una vuelta en 7 segundos. Hailar la 
velocidad v y la aceleración f de la proyección del punto M sobre el eje 
Ox, sien el momento £= 0 el punto ocupaba la posición My (a, O). 


1154. Un punto material pesado M (x, v) se ha lanzado en el plano 
vertical Oxy bajo un ángulo e respecto del plano del horizonte, con una 
velocidad inicial vy. Formar la ecuación del movimiento (despreciando 
la resistencia del aire) y determinar la magnitud de la velocidad v y la 
aceleración j, así como la trayectoria del movimiento. ¿Á qué son 
iguales la altura máxima del punto y el alcance? 


1153. Las ecuaciones del movimiento de un punto son: 
x=4sinwí—3c05 wtf, y =3sin qt 4c05 (nf 


(cw es una constante). 

Determinar la trayectoria del movimiento y la magnitud de la vejoci- 
dad y de la aceleración. 

Hallar las derivadas del orden indicado. 


1156, y =x(2x — 1) lx | 3)% hallar y" e y”, 
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1157. y —35: hallar y”, 
1158. y=YV x; hallar y", 
1159. y =>; hallas 0%, 
== | +x - (100) 
1160, y= vi hallar y a 
1161, y=x'e*; hallar pu", 
1162. y=*-; hallar —y0%, 
1163. y =xInx; hallar y, 
1164, == : hallar y!”. 
1165. y=x' sin 2x; hallar y0”, 
1166, yy 23, hallar y", 
127 | — dx d 
1167. y =sin x sin 2. sin 3x; hallar y”, 
1168. y=xshx; hallar y0, 
1169. y=e*c0sx; hallar — y!Y. 
1170. y =sin* x In x; hallar y!” 


En los ejercicios que siguen, hallar las diferenciales del orden indica- 
do, considerando a x como variable independiente. 
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1171. y=x'; hallar dy, 
1 
1172. == hallar d*y. 
1173, y =xc082x; hallar gy, 
1174. y=e*lnx; hallar dy, 
1175. y =c0s x-chx; hallar d"y. 


En los ejercicios que siguen, hallar las diferenciales del orden indica- 
do, si es una función de x que es diferenciable una cantidad suficiente 
de veces. 


1176. y=a?; hallar 2'y, 
1177. y=e"; hallar a*y. 
1178. y=1In14; hallar 4"y. 


1179. Hallar d?y, dy y d*y para la función y =f (2), considerando 
ax como función de cierta variable independiente. 


1180. Expresar las derivadas y” e y”” de la función y =f (x) median- 
te las diferenciales sucesivas de las variables x e y, sin suponer que x sea 
variable independiente, 


1131. Comprobar que la función 
y=C,cosx WC, sínx, 
donde €, y €, son constantes arbitrarias, satisface a la ecuación 
y +y=0. 
1182, Comprobar que la función 
y=C,chhx+C shx, 
donde C, y €, son constantes arbitrarias, satisface a la ecuación 


y—y=0. 


1183. Comprobar que la función 
y =C)emr< er, 


donde C, y €, son constantes arbitrarias y A,, A, son constantes, 
satisface a la ecuación 


YA FA) A hy =0. 
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1184. Comprobar que la función 
y =x”[C, cos (in x) —C, sin (In x)), 


donde €, y €, son constantes arbitrarias y á es una constante, satisface 
a la ecuación 


y Y(1—29y + (1 +/1% y 0. 
1185. Comprobar que la función 
y=e"" (6, cos 75 +-C, sin 73) Ap YE (e, cos 75 FC sin 77) : 


donde C€,, C,, Cy y Ca son constantes arbitrarias, satisface a la 
ecuación 


y"=EJ=0. 


1186. Demostrar que, si una función f (x) admite derivada de n-ési- 
mo orden, se tiene 


[/ (ax) py =g fm lex + »). 
1187. Hallar PC“? (x), si 
ES ES E 
Hallar y("?. si 


] 
IE" 


1183. 2 1189. 
1 , 
] 199. y — 3 FR - 
Indicación. Descomponer la función en fracciones simples. 


] 1196, y =cos' x. 


Y1=2%" 1197. y =sin ex sin bx. 
1192. ¡==. 1198. y =c05 ax cos bx. 

Y! +: 1199. y =sin ax cos bx. 
1193. y =sin" x. 1200. y =sin* ax cos bx, 
1194. y==cos? x, 1201. y =sin*x-—-<os' x. 
1195. y=sin' x, 1202. y =xc0sax. 
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1203. y =x* sin ax. 1206. y=e*cosx, 
1204. y=(+ + 2x4 2)e73, 1207. y =e*sin x, 
1205, y=2. 1208. y=In ZE”. 


1209. y —e"*P(x), donde P (x) es un polinomio. 
1210, y=.xshx, 


Hallar d” y, si: 
1211. y=x"e%, 1212, y=2, 
1213. Demostrar las igualdades: 


1) e” sin (bx + 0)" =e** (a? Lp y sin (bx 4-e + no) 


y 
2) [e cos (bx Y c)]=e** (at + 6%) = cos (6x +c—+nap), 
donde 
sin p => cos p= 
q app y P ae pr 


1214, Hallar y"? si: 
a) y=<chex cos bx; 
b) y=chaxsinbx. 
1215. Transformando la función FO)=senPx, donde p es un nú- 


mero natural, en un polinomio trigonométrico, f(x) = Dar cas Ax 
hallar FM 0). 0 
Indicación. Hacer sen x= 5 (1-7), donde f=cosx + ¡sen x y 


f=cC058xX - ¡sen x, y aplicar la fórmula de Moivre. 


1216. Hallar £*0 (x), si: 
a) (0) =sinP*” y; 
bj f(x) =c08* x; 
Cc) f(x) =c0s*P+! y, 
donde p es un número entero positivo (véase el problema anterior). 
Si 
FO0=L0+ 10, 
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donde ¿es la unidad imaginaria y f, (x), f, (x) son funciones reales de 
la variable x, entonces, por definición, se toma 
Fto=f (0 + E to. 
1217. Aplicando la identidad 


| E 1 1 
el 2 (==: Fi) 
demostrar que 


] (1) y ! 
NA ¡) == sin [lr + 1) arcelg x]. 


(d+ xt ? 
Indicación. Aplicar la fórmula de Moivre, 
1218. Hallar la derivada de n-ésimo orden de la función 
F(x) ==arctp x. 
Haliar f*) (0), si: 
ea ! e _ z 
1219, a) Ii b) A rd 


1220. a) /(1)=x e" b) f(x)=arclgBx; cc) f(x) =arcsin x. 
1221. a) f(x) =<0s (11 arcsin x);  b). f(x) = sin (un aresin x). 
1222. a) f(4)=(arclgx)%; b) f(x) =(aresin x)'. 


1223. Hallar f? (a), si 
FO =—a Dí, 


donde la función p(x) admite derivada continua de (rn — 1)ésimo 
orden en un entorno del punto a. 


1224. Demostrar que la función 


El 
x” sin, si x3£0, 
0, si x=0 


| 
Fx) 


(n es un número natural) admite en el punto x = 0 derivadas hasta de 
nésimo orden inclusive y carece de derivada de (n + 1)-ésimo orden. 


1225. Demostrar que la función 


A si x=£0, 


0, si x=0 


es infinitamente derivable en x = 0. 
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Construir la gráfica de esta función. 
1226. Demostrar que los polinomios de Chebichev 


Le == cos (1 arc cos x) im ==", 2...) 
satisfacen a la ecuación 
(U-— 0) Ta (0) —£ Tn (x) Po*T, (0. 
1227. Demostrar que los polinomios de Legendre 


Pal) =3 [bt "IP (m=0, 1,2, ...) 


satisfacen a la ecuación 


(1— 9 Prix) — 2 Pa (0) Lom (m1) P, (x)=0. 


Indicación. Derivar m-+ 1] veces la igualdad (x? — 1) y =2mxu, 
donde u = (x? — 1)”, 

1228. Los polinomios de Chebishev-Laguerre se definen por la fór- 
mula 


La =e (MERMA (ma=0, 1,2, ...). 


Hallar la expresión explícita del polinomio L, (x). 
Demostrar que £p, (x) satisface a la ecuación 


XLa (x) + (1—2) Lo (4) mt (x)=0. 


Indicación. Aplicar la igualdad xu'+(x—m)u=0, donde 
=P 


1229. Sean y =f() y u=p(x), donde f () y p (x) son funciones 
denvables n veces. 
Demostrar que 


7 A 9/0, 
Kkh=1 


donde los coeficientes Az (x) (k=0, 1l,.., n) no dependen de la 
función f (11). 
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1230. Demostrar que para la r-ésima derivada de la función com- 
puesta y =f (x? ) se verifica la fórmula 


E 2 00) 2 y" ES Ma 
nía — ll i(a — 2) (a — MR 
+ (n Hi a Di Y i2x- ( ME 


1231. Los polinomios de Chebishev-Hermite se definen por la fór- 
mula 


A CR A A 


Hallar la expresión explicita de los polinomios 4 (20). 
Demostrar que A, (x) satisface a la ecuación 


Han (x) — 2% Hmm (0) + 2H, (x) =0. 


Indicación. Aplicar la igualdad u' + 2xu=0, donde u =e7 
1232. Demostrar la igualdad 


EN 


a 


E Fm 


Indicación. Aplicar el método de indueción matemática. 
1232.1. Demostrar la fórmula 


E (Inn (1 É +3 7) (> 0). 


1232,2. Demostrar la fórmula 
al (= )= En 


qa E) AO, (e) sin x — S,, (x) cos x1, 


donde 


0 (1) =!=F+.. += vá 


S, (1) =x— + Hi yA Mm" 


1233. Sea 5 = D la notación de la operación de derivación y sea 
= 2 rate) 0” 
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un polinomie diferencial simbólico, donde pr () (k=0, 1,..., n) son 
ciertas funciones continuas de x. 
Demostrar que 


FDO) (ea (2) =e (DA 0 (0), 


donde A es constante. 
1234. Demostrar que, si en la ecuación 


n 
R.(k 
y ajX yo 
k=9 
se hace 


Xt, 


donde f es una variable independiente, dicha ecuación toma la forma 
2 aDID=1)...(D—k+1)y=0, 
k0 
donde D=2 
onde P==Z . 


8 6. Teoremas de Rolle, Lagrange y Cauchy 


1.2 Teorema de Rolle. Si: 1) la función f(x) está definida y es 
continua en el segmento [a, b]; 2) f (x) tiene derivada finita f' (x) en el 
interior de este segmento; 3) f (a) =f (5), entonces existe al menos un 
número c, perteneciente al intervalo (a, b), tal que 


F' (0 =0. 


2." Teorema de Lagrange. Si: 1) la función f (x) está definida y es 
continua en el segmento fa, b]; 2) f(x) tiene derivada finita f* (x) en el 
intervalo (a, bh), entonces 


1(0) —I(a)=1b — a) f' (e), donde a<e<b 


(fórmula de los incrementos finitos). 

3.” Teorema de Cauchy. Si: 1) las funciones f(x) y £g(x) están 
definidas y son continuas en el segmento [a, b]; 2) f(x) y g (x) tienen 
derivadas finitas f' (x) y g'(x) en el intervalo (a,b) 3) 
PO +E 2000 paraa<x<b; 4) g (a) +2 (6), entonces 


Hb—Ha. Pc) 
EE E a * donde aezdcÁ b, 
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Problemas: 
1235. Comprobar que se verifica el teorema de Rolle para la función 


Fo) =(x— Dx — 2) (x — 3). 
1236. La función 
Ma=1—yYx 


se anula para x=—1 y x2=1l, sin embargo, f'(x)4%0 para 
-1<x+<1l. Explicar con el teorema de Rolle la contradicción aparen- 
te. 

1237. Supongamos que la función f (x) tiene derivada finita f” (x) en 
cada punto del intervalo finito: o infinito (a, 6) y que 


lim f(x3= lim- f(x). 
1>a+0 x—b—0 


Demostrar que 
Fe) =0, 
donde < es un punto del intervalo (a, b). 


1238. Supongamos que: 1) la función f (x) está definida y tiene 
derivada continua de (1 — ])ésimo orden f= 1) 09 en el segmento 
xo, xn 1; 2) f(x) tiene derivada de n-ésimo orden £() (x) en el intervalo 
(Xo, Xn) y 3) se verifican las igualdades 


0) == «e. FX) IA ir a): 
Demostrar que en el intervalo (xy, Xx.) existe al menos un punto E tal 
que 
FE =0. 


1239. Supongamos que: 1) la función f(x) está definida y tiene 
derivada continua de (p + q)-ésimo orden f+0(x) en el segmento 
[a, b]; 2) f (x) tiene derivada de (p + q + 1)ésimo orden FPH+ 1D (x) en 
el intervalo (a, b); 3) se verifican las igualdades 


fa=Ff (0) =...=fP" (0) =0 
Fi) =f (0)=... =£P10) =0. 
Demostrar que, entonces, 
JLo e =0, 


donde c es un punto del intervalo (a, b). 
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1240. Demostrar que, si todas las raíces del polinomio 
Pa) =0p ao ea, (a, +20) 


de coeficientes reales ax (k=0, 1l,..., nm), son reales, entonces, sus 
derivadas sucesivas Pa (0), Pa (a), ..., PLAY) (x) también tienen sola- 
mente raíces reales, 

1241. Demostrar que el polinomio de Legendre 


Pr = 5 a le — 0) 


tiene todas las raíces reales y están comprendidas en el intervalo 
1242. Demostrar que el polinomio de Chebishev-Laguerre 


4 
Es *-, e dd 


tiene todas las raíces positivas. 
1243. Demostrar que el polinomio de Chebishey-Hermite 


4) == Ft 


tiene todas las raíces reales. 


1244. Hallar en la curva y =x? un punto, en el cual la tangente es 
paralela a la cuerda que une los puntos A (— 1,— 1) y B (2,8). 


1245. ¿Es válida la fórmula de los incrementos finitos para la fun- 
ción | 

l 

Ma=: 


ps 
en el segmento (a, b], si ab < 0? 
1246. Hailar la función € =8 (x, Ax) tal que 
FF AD —f()=Ax f(x +0Ax) (00D, 
si: 
2) Feroe (a 0% 0) f09=2; 
bmx, d f(=+*. 


136 
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1246.1. Supongamos que f(x) € CU) (— oo, + 00) y que para cuales- 
quiera x y h se verifica la identidad 


OHM FO=A' (2) 
Demostrar que 
J(x)=ax Hb, 
donde a y bh son constantes. 


1246.2. Supongamos que f (x) EC) (— 09, + 00) y que para cuales- 
quiera x y h se verifica la identidad 


m0 =Af" (> +3) 
Demostrar que 
Fo) =ax* + bx4-<, 


donde a, b, c son constantes. 
1247. Demostrar que, si x > O, se tiene 


: ] 
iS 2Vx40 (0) 
donde 
] 1 
siendo 
] 1 1 
tim hb) =>, lim (=>. 
x—0 Sd 4 aries (e) 2 
1248. Sea 
EE si 0=<x=<l, 
1O=l, 


-- si 1<x<-+00 


xXx 
Determinar el valor intermedio c< de ta fórmula de los incrementos 
finitos para la función f (x) en el segmento [0, 2]. 
1249. Sea f(x) — f(0) =xf (E (0), donde O< E (x) <x. Demostrar 
que, si 


fx)=xsin(Inx) si x>>0 y f(0)=0, 


entonces la función E=F(x) es discontinua en cualquier intervalo 
arbitrariamente pequeño (0, e), donde e > O. 


1250. Supongamos que la función f(x) tiene derivada continua 
f' (x) en el intervalo (a, b). ¿Es posible indicar, para cualquier punto ¿ 
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de (a, b), dos puntos x, y x, de este intervalo, de modo que sea 


Ley—160 — fr (5) (xi <E< xy)? 


X2— X] 


Examinar el ejemplo: f(x)=x?* (- 1<x< 1), donde E=0. 
1251. Demostrar las desigualdades: 

a) Isinx—siny|<|x—y!; 

Y) pr) SA Ep y asi 0 <A y pl 
c) |arctg a—arcigb|<la—b|; 


a => <mt2zl si 0<b<a. 
a b b 
1252. Explicar por qué no es válida la fórmula de Cauchy para Jas 
funciones 


Hao=x y go=x 


en el segmento [-- 1, 1]. 

1253. Sea f (x) derivable en el segmento [x,, x,), siendo x,x, > O. 
Demostrar que 
Xo a 


l | X1 
AA Fi) 76) 


dondex, <¿<x,. 

1254. Demostrar que, si la función f (xr) es derivable pero no está 
acotada en un intervalo finito (a, b), entonces su derivada f' (x) tampo- 
co está acotada en el intervalo (a, b). El teorema recíproco no es válido 
(construir un ejemplo). 

1255. Demostrar que, si la función f (x) tiene derivada acotada f''(x) 
en un intervalo finito o infinito (a, b), entonces f (xx) es uniformemente 
continua en (a, b). 

1256. Demostrar que, si la función f (x) es derivable en un intervalo 
Infinito (Xy, + 00) y 

tim /()=0, 


A=+00 
entonces 
po y >” 


osea, f(x) =0(x) cuando x — +0. 
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1257, Demostrar que, si la función f (x) es derivable en un intervalo 
infinito (X,, + 0) y 


fG)=0(x) cuando *—>-+|00, 


entonces 
lim |f'(x)|=0. 


A 
En particular, si existe lim f' (x)=4, entonces k=0, 
oo to 


1258. a) Demostrar que, si: 1) la función f(x) está definida y es 
continua en el segmento [xo, X]; 2) f(x) tiene derivada finita f” (x) en 
el intervalo (xo, A); 3) existe el límite finito o infinito 


lim E (1) =f" (x, +0), 


x—Xo 


entonces existe la derivada lateral £' (0x2), finita o infinita, respectiva- 
mente, y 


F(x)=f +0). 


b) Comprobar que, para la función 


fe) =arctg LE (xl) y f(0)=0 


l—x 


existe el límite finito 
lim f' (o) 
| 


4 pesar de que la función f(x) no tiene derivadas laterales f- (1) y 


£ (0D. 


Dar una interpretación geométrica de este resultado. 
1159. Demostrar que, si f'(x)=0 cuando a Xx < b, entonces 


f(x)=co0st para e<x<ób. 


1260. Demostrar que la única función f(x) —-o<x<X-+ 00) que 
tiene derivada constante 


F (x) 0 R, 
es la función lineal 


fi)=Aix+b. 
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1261. ¿Qué se puede afirmar respecto de la función f(x), si 
Pro =07 
1261.1. Supongamos que f(x)EC (—o, +00) y que para 
cualquier x existe un número natural n, (1, < 1) tal que 
PEA) =0. 


Demostrar que la función f (x) es un polinomio. 


1262. Demostrar que la única función y =Y (x) —oa<x<+o) 
que satisface a la ecuación 


'=Ay  (A=const) 


es la función exponencial 


y=Ce*, 


donde C es una constante arbitraria. 
Indicación. Examinar (ye *% y". 


1263. Comprobar que las funciones 


Fx) ==arc tg EZ 


8 lx) =arc tg x 
tienen denvadas iguales en las regiones: 
TALLE SY DS 


Deducir la dependencia entre estas funciones. 
1264. Demostrar las identidades: 


a 2x E 
a) 2arctgx—4-arcsín pe "sgnx si [x= 1; 


b) 3arccos x— arccos (3x — 4: xr si lx <> 


1265. Demostrar que, si: 1) la función £fG0) es continua en el 
segmento [a, b]: 2) tiene derivada finita f' (x) en el interior del mismo; 
3) no es lineal, entonces en el intervalo (a, b) existe al menos un punto 
c tal, que 


+ 


Vr > 10 


140 


?, CRECIMIENTO Y DECRECIMIENTO DE UNA FUNCION. DESIGUALDADES 


Dar una interpretación geométrica de este resultado. 


1266. Demostrar que si: 1) la función f(x) tiene derivada segunda 
ye (x) en el segmento [a,b] y 2) f'(a)=f'(b)=0, entonces en el 
intervalo (a, b) existe al menos un punto e tal que 


M0l> ¿OA l. 


1267. Un automóvil, que había comenzado su movimiento en un 
punto inicial, terminó su camino en / segundos, habiendo recorrido s 
metros. Demostrar que, en algún instante, el valor absoluto de la 
aceleración del movimiento del automóvil no era menor que 


4d Mm 


8 7. Crecimiento y decrecimiento de una función 
Desigualdades 


1.2 Crecimiento y decrecimiento de una función, Una función f (:) 
se llama creciente (decreciente) en el segmento [a, b], si 


Fx.) > f(x) para << x<b 


(of (x2) <f(,) paraa <x, <x2 <b, respectivamente). 
Si una función derivable f (x) es creciente (decreciente) en el segmen- 
to [a, b], entonces 


Fíioz=0 para asx<b (0 “(9<0 para a<x=< bh). 


2." Criterio suficiente de crecimiento fdecrecimiento) de una fun- 
ción, Si una función f(x) es continua en el segmento [a, b] y en el 
interior del mismo tiene derivada positiva (negativa) f” (x), entonces la 
función f (x) es creciente (decreciente) en la, 5]. 


Problemas: 


Determinar los intervalos de monotonía en sentido estricto (de 
crecimiento o decrecimiento) de las siguientes funciones: 


yy a —x, y 
1268 y +x XxX 1271. 0 (1 => 0). 
1269. y =3x—x', 


1272. y =x-4-sin x. 
2x 
Es 1273, y =x-+]sin2x], 


1270. y= 
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1274, y=co05 % 1276. y =e (1 >0, x>0). 


TE 
1275, y=*k. 1277, y =x* —Inx”. 
E ¿ 
1273, 1u09=x(Y 40102), s1 x20>0 y f(0)=0. 


1279. Demostrar que, al aumentar el número de lados n, crece el 
perímetro p, del polígono regular de n lados inscrito en la circunferen- 
cia y decrece el perímetro P, del polígono regular de » lados circunscri- 
to en la misma circunferencia. Aplicando esto, demostrar que p, y P, 
tienen un límite común cuando n — oo. 


1280. Demostrar que la función 
¡A 
(+2) 


es creciente en los intervalos (— oo, — 1) y (0, + 00), 
1281. Demostrar que una función racional entera 


PO=48,+ax+...+ax (a>1, a, 0) 


es monótona (en sentido estricto) en los intervalos (7%, xp) y 
(o, + e), donde xp es un número positivo suficientemente grande. 


1282, Demostrar que una función racional 


Ed E "dl 
RA (2,9. 30), 


que no es idénticamente constante, es monótona (en sentido estricto) 
en Jos intervalos (— os, — xp) y (Xp, + e), donde Xy es un número 
positivo suficientemente grande, 


1283. ¿Es obligatoriamente monótona la derivada de una función 
monótona? Examinar el ejemplo: FO)=x + sen x, 


1284. Demostrar que, si p (x) es una función monótona creciente y 
derivable y 


IF 0) 1=<'(x) para x>x,, 


entonces 
AFA SPP lx) para x>x, 


Dar una interpretación geométrica de esto. 
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1285. Supongamos que la función f(x) es continua en el intervalo 
ax < +. y que, además, f' (x)>x >0 para x > a, donde k es una 
constante. 

Demostrar que, si f (4) < 0, la ecuación f (x)=0 tiene una raíz real, y 
sólo una, en el intervalo 

( 2, a). 


1286. Una función f(x) se llama creciente en el punto x, si en un 
entomo |x—x¿/<ó el signo del incremento de la función 
Afílx0)=f(x)—f (9) coincide con el signo del incremento del 
argumento Áx¿ =x — Xq. 

Demostrar que, si f(x) (a <x<b) es creciente en cada punto del 
intervalo finito o infinito (a, b), entonces también es creciente en este 
intervalo. 


1287. Comprobar que la función 
fo=x 4 sinf, si x>30 y f(0)=0, 


es creciente en el punto x= 0, pero no es creciente en ningún intervalo 
(— e, €) que encierre este punto, donde e > 0 es arbitranamente peque- 
ño. 

Construir el diseño de la gráfica de esta función. 


1288, Demostrar el teorema: si 1) las funciones p(x) x)so 
veces derivables, 2) YY (xo)=yw%) (x,) (k=0 a e 2 


> 


¿Na > yn o) para Xx > Xp, entonces se verifica la desigualdad 
PL) > p(x) para x > Xy. 


1289. Demostrar las siguientes desigualdades: 


a) >l4+x A 

db) x—E< Inia sio >0 

e) a EL sin <x si 0>0; 

Dgx>45 si 0<<3F; 

e) (> (04 ya si 1 >0,y>0 y 0<o< 


Dar una interpretación geométrica a las desigualdades a) — e). 
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1290. Demostrar la desigualdad 
Zi sima si 0<xXZ E 
s : > 
1291. Demostrar que para x > 0, se verifican las desigualdades 
LANZ 11445 
( +2) <e<(14-5) l 
1292, El número de términos y los términos de los extremos de una 
progresión aritmética y de una progresión geométrica son respectiva- 
mente iguales, y todos los términos de Jas progresiones son positivos. 


Demostrar que, para la progresión aritmética la suma de los términos es 
mayor que para la progresión geométrica. 


1293, Valiéndose de la desigualdad 
Y (a+ 020, 
k=1 


donde x, ax, bi (k=1,...,n) son reales, demostrar la desigualdad de 
Cauchy 


n' ñ n 
( »> 04b,)* < Y az: Y br 
R=1 A=1 k=1 


1294, Demostrar que la media aritmética de unos números positivos 
no es superior a la media cuadrática de los mismos números, es decir 


de ñ 
j z 
2 Y y Y 
A=1 k=1 


1295. Demostrar que la media geométrica de unos números positivos 
no es superior a la media aritmética de los mismos números, es decir, 


—— 1 
Y xx, ro. Ha E A px, + hen + x,,). 
Indicación. Aplicar el método de inducción matemática. 
1296. Se llama media de orden s de dos números positivos a y b, ala 


función determinada por la igualdad 


A,(a, (Em, si s 340, 
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A,le, b)= Jim A, (e, b). 
0 


En particular, se obtiene: 

Para s=— 1, la media armónica; para $s=0, la media geométrica 
(¡demostrarlo! ); para 5=1, la media aritmética; para s=2, la media 
cuadrática. 

Demostrar que: 


1) minta, $ <A, te, 0) < max (o, dy; 
2) la función A, (a, b) paraa £b es una función creciente de s; 
3) lim A,(a, 6) = min (a, 6); 

$2 0 


lim_A,ta, $) = max (a, b). 
1>+00 


Indicación. Examinar 
d 
As fin á, ta, 5). 


1297. Demostrar las desigualdades: 

a) “—Il>eir—M si a>2x >; 
p) Vx— Ya yx—a, 

si n>1l x>a>0; 

c)1492lx<x' si x0>0, 


8 8, Sentido de la concávidad. Puntos de inflexión 


|.” Condiciones suficientes de concavidad. Se dice que la gráfica de 
una función derivable y =f (fx) es cóncava hacia arriba (cóncava hacia 
abajo) en el segmento la, b], si el segmento de la curva 


y = | (x) ta x= b) 


está situado por encima (por debajo, respectivamente) de la tangente 
trazada en cualquier punto de este segmento. La condición suficiente 
para que la gráfica sea cóncava hacia arriba (hacia abajo), suponiendo 
que existe la derivada segunda f” (x), es que se verifique la desigualdad 


F(g>0 (PF (9<0) para a<x<b. 
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2.2 Condición suficiente para el punto de inflexión. Los puntos en 
los cuales se cambia el sentido de la concavidad de la gráfica de la 
función, se llaman puntos de inflexión. Un punto Xo, fal que 
f"(x2)=0, o bien no existe f” (xp), es un punto de inflexión sif” (x) 
cambia su signo al pasar por el valor xp. 


Pro blemas: 
1298. Averiguar el sentido de la concavidad de la curva 


J=IYx 


en los puntos A (— 1,0), B (1, 2) y C (0, 0). 
Hallar los intervalos de concavidad en un sentido determinado y los 
puntos de inflexión de las siguientes funciones: 


1299. y =3x* —x'. 1303. y =x-+ sin x. 
1300. y= 33 (6 >. 1304. y=e"". 


s 1305. y=In(1 13. 
1301. y=x+x”, 1306. y==xsin(inx) (x>0). 
1302. y =V 1 +x. 1307... y=2* (x >0). 
1308. Comprobar que la curva 
_x+1l 
IE AE 


tiene tres puntos de inflexión situados en una recta. 
Construir la gráfica de esta función. 


1309. ¿Cómo debe elegirse el parámetro h de la “curva de probabilí- 
dades” 


= E. 4251 
yJ=_ va e (A 7 0) 


para que ésta tenga los puntos de inflexión x = + 0? 
1310. Averiguar el sentido de la concavidad de la ciclojde 
x=a(ft—sinf), y=a(l—ceosf) (a > 0). 
1311. Supongamos que la función f (x) es dos veces derivable en el 


intervalo a<x<-+oo, y que: 1) f(a)=4>0; 2) f'(a)<0; 3) 
f00<0 parax >a. 
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Demostrar que la ecuación f (x)= 0 tiene una raíz real, y sólo una, en 
el intervalo (2, + 09). 


1312. Se dice que una función f(x) es convexa por abajo (por 
ariba) en el intervalo (a, b) si, para cualesquiera puntos x, y xa de este 
intervalo y para cualesquiera números A, y Az (A, >0, A, >0, 
My Az = 1), se verifica la desigualdad 


PA,x, =p A,x,) < AS (x,1 + ALÍ (x,) 
to la desigualdad inversa 
FAA FAX)? A) AS x,)) 


respectivamente). 


Demostrar que: 1) la función f (x) es convexa por abajo en (a, b), si 
f(0)>0 para a <x <b; 2) f(x) es convexa por arriba en (a, b), si 
"009 <0 paraa <x <b, 


1313. Comprobar que las funciones 
E la>D e xlax 


son convexas por abajo en el intervalo (0, + 00), mientras que las 
funciones 


x? (0LaZD, Inx 


son convexas por arriba en el intervalo (0, +00), 


1314. Demostrar las desigualdades y establecer su significado geomé- 
trico: 


a) en > (E lx >0, y >0, ey, 1 >!) 
ete? ps 

DY) >? ty) 

c) xix yin y > (ed y) lo EE, si x 5>0yy'0>0, 


1314,1, Seaf”" (x)>0 paraa <x <b, 
Demostrar que 


AA 


para cualesquiera x,, Xx, Ea, bl, 


1315. Demostrar que una función convexa acotada es siempre conti- 
nua y tiene derivadas laterales a la izquierda y a la derecha. 
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1316. Sea f(x) una función dos veces derivable en el intervalo (a, b) 
y tal que f” (E) 40, dondea < E<b. 

Demostrar que en el intervalo (a, b) hay dos valores x, y x», tales 
que 


E 10 — 7 (py, 


Ay — XA 


1317. Demostrar que si una función f (x) es dos veces derivable en el 
intervalo inímito (xy, + =o) y 


lim f(x)=0, lim ds 


x>X¿-p0 


entonces en el intervalo (xp, +00) hay al menos un punto E tal que 


SU =0, 


8 9, Cálculo de límites indeterminados 


1. caso de la regla de L'Hópital (cálculo de límites indeterminados 
de la forma +) 


Si: 1) las fe nciones f (x) y g (x) están definidas y son continuas en un 
entomo U,*? del punto a, donde a es un número o es el símbolo oo; 
y cuando x — a ambas tienden a cero: 


lim f()= lim £(x3=0; 
xa x>+0 


2) existen las derivadas f'(x) y g (x) en un entorno Y, del punto a, a 
excepción, posibiemente, del mismo punto a, y éstas no se anulan 
simultáneamente para x + a; 3) existe el límite finito o infinito 

lim a Sal 
108 (A) 


entonces, se tiene 


10) EE) 
TRAE 


*) Por entomo U, del punto a se entiende el conjunto de números x que cumplen la 


. j , 1 A 
desigualdad: 1)|x—el<e, sia es un número, y 2) 1x1 > e sia es el simbolo oo. 
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2.* caso de la regla de L'Hópiral (cálculo de límites indeterminados 
de la forma 2). 


Si: 1) Jas funciones f(x) y g (x) tienden ambas hacia el infinito 
cuando x —2: 


Jim f(0=lm £(t)= 00, 
o Xx 


donde a es un número o es el símbolo es; 
2) existen las derivadas f'(x) y g'() para todos los x pertenecientes 
a un entorno UY, del punto a y distintos de a, siendo 
Proteo) 0 pararEU,yxza, 
3) existe el límite finito o infinito 


li L2- 
x>ag (Xx) 
entonces ] 


lim 49 — tim E(2 


vall)  xoog (xp 


Para Jos límites laterales son válidas unas reglas semejantes. 

El cálculo de los límites indeterminados de las formas O + oo co — co, 
1%, 0”, etc,, se reduce al cálculo de los límites indeterminados de los dos 
tipos principales 


O co 


0 y 


mediante transformaciones algebraicas y logaritmación. 


Problemas: 
Calcular los valores de las siguientes expresiones: 


1318, lim n% 1922, lim 29%. 
y 9 5 Óx n lex 
zx — 


1 
ch x —cos £ 


1319, lim LIZ 5L ] 
2 1323. lim EEG! 


. x>+0 
1320. lim e, 


PTE FAR. 
1324. 1 QA! 


 3tg4x— [2 tgx Tax —]J" 
O nn + 
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A Ecos x* 
1325. 1 € —_ 2 1326. A ga ral 
1327, lim arcsin E — 2 arcsin . 
1328. lim mam V E -—Viae tg y 2). 
X>0 
1329, ERES (a >0). 1343. lim >", 
Pres lid 1344. lim (xx — 1). 
5 xx —í 
1330, a (n=) X>0 A 
ln (sin ax) 1345, lim Fx 
1331. en ln tsin bx)" 2>-+0 
In (cos ax) . = 
1332. A mico 1346. lim PE, 
Cos (sin Xx) — €05 x ne 
sisi: ne NES NE 1347. lim(2—x) "1 
>) 
1334, ra Az . ==): 1348. lim (tgxye”. 
en (sh x)— Arsn (sin x) dy 
139a: 0 sh x — sinx ' 1349. Jim (ctg E 
h a kk 0 E 
sad Di da E o lim (tn) . 
1336, Ena E le e. xo +o 
nx = 
li t Jen 
1337, qu IN, A (6651) 
1>+D clprx—« 
1352. lim (E EN 
a raNbo 
1338. lim £- Portada 
1>0..X£ 1353. dm (53) ; 
1339. lim xico” ; y 
2++h00 1354. Jim (h—==1)- 
1340. dm Inx-in(1 —., a» 9 1% E 
EN ile 1355, lim (> : 
1341, lim x"Inx (27>0). 55» EN (m==3=1): 
+0 
1342. lim”. 1356. lim (6 gr—<). 
xo +0 o A 
: e . ] l 
1357. 1 A E EN 
E ls ty) In d+] 
1358. lim == (a>0). 1359. ym. 
A +0 


150 


9. CALCULO DE LIMITES INDETERMINADIOS 


1360. tim CER (gy 


? 
1363.4. lim (FE 


1>0 


' 2 x ——Ñ 
1361. Jim (5 are gx) «donde Arshx==¿n (x-- Y 14 x 
1 1 


I++<D 
a 
1362. lim (hay, 1364. lim EA] 
1>40D 10 
3 
1 " = 
1363. lim (ER 1365. lim [are cos x) . 
10 X xro 1 TY 
1 
l - - cor xy 
1363. 1. him (2) 1000, tim (e) : 
Ñ Inch x 
: 1367. lim —_————_—_—_—— , 
1363. 2, lim (ES re 10 / chx— Y ha 
do E 1368. lim (E 
1 r>0 ¿ 
P 1 
1363.3, im (EY. 1368, 1, lim +2, 
x1+0 - Fa Y 
O e a xXx 
E700s dz, (VAT F E VAT EA E l 


al ES 
1370. lim loa e —x al 
> Lom 
1371. Hallar 
lim Z, 
xp X 
si la curva y =f(x) se introduce en el origen de coordenadas (0, 0) 
cuando x —0 (lim fG)=f(0)= 0) bajo un ángulo a. 
1372. Demostrar que 


lim ZP=1, 
+0 

si la curva continua y =f (x) se introduce en el origen de coordenadas 
cuando x— +0 (Lim, £60) =0) y para 0< x < e se mantiene íntegra- 
mente en el interior del ángulo agudo formado por las rectas: y =— kx 
e y=kx(k %09), 

1373. Demostrar que, si para la función f(x) existe la derivada 
segunda f” (x), entonces 

h 


->0 
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CAPITULO 2. CALCULO DIFERENCIAL DE LAS FUNCIONES DE UNA VARIABLE 
1373.1, Averiguar si es derivable la función 


1 1 : 
eo. A E 
Ax) = 


¡ 
a 1 


en el punto x = 0. 
1373.2. Haltar la asíntota de la curva 


a+ 


ISE («> 0). 


1374, Estudiar la posibilidad de la aplicación de la reela de L'Bópital 
en los siguientes ejercicios: 


E | 
x* sin — 
a) lim —— ; cj lim + - 
ca SMA > Jin e” Y (cos x + sin x) 
o Xx —SinX ; 14+x-+sinx cos x 
b) lim - : d) lim IATA + 
so * + Sin x xo co (x-b sin x cos x) 2 * 


ecos xls e sintx, 


1375. Hallar el límite de la razón del área de un segmento circular de 
cuerda b y sagita A, al área del triángulo isósceles inscrito en este 
segmento, si el arco del segmento tiende a cero manteniéndose constan- 
te el radio R. Aplicando el resultado obtenido, deducir la fórmula 
aproximada para el área del segmento: 


S==Ñbkh, 


cal no 


S 10. Fórmula de Taylor 


1% Fórmula local de Taylor. Si: 1) la función f (x) está definida en 
un entorno |x— xy |<e del punto xy; 2) f(x) tiene en este entomo 
derivadas f(x), ..., M7 0 (x) hasta el po — 1) inclusive; 3) en el 
punto xy existe la derivada de r-ésimo orden m3 (xo), entonces 


1)= 2 A lex tor —x), (1) 
donde 


(K) 
¿EA 
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En particular, pará xy = 0, se tiene: 
sn y PO 0) n 
o ) (2) 


En las condiciones indicadas, la representación (1) es única. 
Si en el punto xp existe la derivada f£041) (Xy), el término comple- 
mentanio en la fórmula (1) se puede tomar en la forma 0 ((x — x, Y), 
De la fórmula local de Taylor (2) se obtienen los sigulentes cinco 
desarrollos importantes: 
Le=lbxdie... + +0. 
x n- - pay 2 
MT. MIDE o e de 


a in 
MIT. cosx=1 =5+ A Y 


IV. Umm 
acabes e —n>+!Í) Photo. 


bas Al 


Y. In(f Hymn Eo) 


2." Fórmula de Taylor. Si: 1) la función f (x) está definida en el 
A ol 2) f(x) tiene en este segmento derivadas continuas 
n—1 


pea EEN (x); 3) paraa <x < b existe la derivada finita f “2 (x), 
entonces 

9=Y PO _- a+ Rao la=x=<Ó), 
donde ib 


R, (y = +2) LO ear (001) 


(término complementario en forma de Lagrange), o 


Ra =D ma 0 < 1) 


(término complementario en forma de Cauchy). 
Prablemas: 
1376. Desarrollar el polinomio 
P)=1-43x45x* —2x* 
según las potencias enteras no negativas del binomio x 4 1. 
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CAPITULO 2. CALCULO DIFERENCIAL DE LAS FUNCIONES DE UNA VARIABLE 


Escnbir los desarrollos en potencias enteras no negativas de la varía- 
ble x hasta los términos del orden indicado inclusive para las siguientes 
funciones: 

1377, f(x) E hasta el término conx*, ¿A qué esigual 9 (0)? 


] 190 Ñ . 
1378. O hasta el término con x?. 


1379, Ya" +x (a >0) hasta el término con x?. 


1380. P1—2x Fx —- Y 1—3x 4 x* hasta el término con x?, 
1381. e**-** hasta el término con x*. 


1392, ==> hasta el término con x?. 


1383. Y sinx* hasta el término con x??. 
1384. incos x hasta el término con x6. 
1385. sinísin x) hasta el término con x?. 
1386. tgx hasta el término con x?. 


1387. In pa hasta el término con x*. 


1388. Hallar tres términos del desarrollo de la función f (x) =W'x en 
potencias enteras no negativas de la diferencia x — 1. 


1389. Desarrollar la función f(x) =x* — 1 en potencias enteras posi: 
tivas del binomio x — 1 hasta el término con (x — 1. - 

1390. Sustituir aproximadamente la función y =4 chH(a > 0) en un 
entorno del punto x = 0 por una parábola de 2” orden. 


1391. Desarrollar la función f0)=VW1+x? — x (x>0) en poten- 


cias enteras no negativas de la fracción - hasta el término con E 


1392. Hallar el desarrollo de la función f (A)=in(x++)(x>0) en 
potencias enteras no negativas del incremento A hasta el término con h" 
(n es un número natural). 


1393. Sea 
E=F 04 Ode M4) 


(ECETIA O 
Demostrar que 
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10. FORMULA DE TAYLOR 
1393.1. Supongamos que, cuando x —> 0, se tiene 
F(x)=1+£x+0(x). 
Demostrar que 
in ia=e" 


1393.2. Supongamos que f(x)EC'2 [0, 1] y que £(0)=f (1)=0, 
siendo|f” (x)| <A para x E (0, 1). Demostrar que 


A 
12£09|<3 para 0<x<l. 


1393.3. Sea fix) (- eo <x < + 03) una función dos veces derivable y 


M. == 14) _ 
F OS |f (xx) ] X + 00 (£=0, da 2). 


Demostrar la desigualdad 
M, < 2M,M,, 


1394, Acotar el error absoluto de las fórmulas de aproximación: 


E El 
a) c=l+xtgt. +, parador; 


: A 
b) Sinx=— q para |x| < y; 
A 
c) Br tz para]x|<0,1; 
ES 
d) Ii 14 parador<l, 


1395. ¿Para qué valores de x es válida la fórmula de aproximación 


A 
cos ==>». 


con una exactitud de 0,0001? 


1395.1, Demostrar la fórmula 


n/a _ x 
Yapa —r 
(n>2, a>0, x>0), donde dr 
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1396. Aplicando la fórmula de Taylor, calcular aproximadamente: 


a) Y 30; dy Ve g) arc tg 0,8; 
b) 4250: e) sin 18%; h) arc sta 0,45; 
e) 14000; f In1,2; DG, pa 


y acotar el error. 
1397. Calcular: 
aje con una exactitud de 107? 
b)sen 1% con una exactitud de 107 $; 


c)cos9” con una exactitud de 10” : 
as con una exactitud de 107 * 
e) lg 1] con una exactitud de 107%, 


Aplicando los desarroilos Il — Y, calcular los siguientes límites 


e sinx— xix) 


1399. 1 j 
Xx 


xo(0 
[400. lim xx (YxP14Vx—1-— 2V x). 
z>o+0 
1401. lim (YT — y—= y0). 
ds 
1402. Jim (43) es—yx+b | : 


¿> +0 


] A+tat*—2 1 1 
1403. SS (a > 0). 1405. ne (a) 


X 
1404. tim [exa (1424)] . 1406, de a] 


aa 
1406.1. lim YE 


x-0 Xx 


aio x 
1406.2. lim A, 


>0 


1406.3. lim Diaz. 


x= 


Para el infinitésimo y cuando x — 0, determinar el término principal 
de la forma Cx” (C es una constante), si: 


1407. y tg (sin x) — sin (tg x). 
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4|- 


1408. y=(1 1, 1409, y =1 “4H, 


1410. ¿Para qué valores de los coeficientes a y db, 


x— la bcos x)sin x 


es un infinitésimo de 5” orden con respecto a x? 


1410.1. Elegir los coeficientes A y B de tal modo que para x — O se 
verifique la igualdad asintótica 


clar HAS + 0(:x*). 


B — x+8v 


1410,2. ¿Para qué valores de los coeficientes A, B, C y D se verifica 
la fórmula asintótica 


x__1+Ax+ 8Bx! 
“= aros +00). 
para x —> 0? 

1411. Considerando a |x | pequeño, hallar fórmulas de aproxima- 
ción sencillas para las siguientes expresiones: 


ES 1 , Á 2 yor 
3/l+x 3/I—x, In 2 
A al d) ——= 


In (14535) 


1412, Considerando a x pequeño en valor absoluto, hallar una fór- 
mula de aproximación de la forma 


x—uasinx—+ftex 


con una exactitud hasta el término x* . 
Aplicar esta fórmula para la rectificación aproximada de arcos de una 
medida angular pequeña. 


1413, Acotar el error relativo de la siguiente regla de Chebishev: un 
arco circular es aproximadamente igual a la suma de los lados laterales 


del triángulo isósceles construido sobre la cuerda de este arco y Cuya 


altura es y > de su sagita. 
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CAPITULO 2. CALCULO DIFERENCIAL DE LAS FUNCIONES DE UNA VARIABLE 


8 11. Extremos de una función. Valores absolutos 
máximo y mínimo de una función 


1." Condición necesaria para el extremo. Se dice que la función f (x) 
tiene en el punto xy un extremo (un máximo o un mínimo), si la 
función está definida en un entorno bilateral del punto x, y para todos 
los puntos x de una región 0<|x — xo. 1<Ó5 se verifica la desigualdad 


H0<t) o fa) >Hx). 


respectivamente, 

En el punto de extremo, la derivada f” (x7)= 0, si ésta existe. 

2. Condiciones suficientes de extremo. Primera regla, Si 1) la fun- 
ción f (x) está definida y es continua en un entomo |x— xo 1< 5 del 
punto xo, y F'(x9)=0 o no existe (punto crítico); 2) f(x) tiene 
derivada finita f' (x) en la región 0<!x —xp 1<8;3) la derivada f' (x) 
conserva un signo determinado a la izquierda del punto xo y a la 
derecha de xp, entonces el comportamiento de la función f(x) se 
caracteriza por la tabla siguiente: 


Signo de la derivada 


Conclusión 
Xx <Xo x>x 
J + «p no hay extremo 
Yi =D - máximo 
11] 2. 2- mínimo 


no hay extremo 


Segunda regia. Si la función f (x) tiene derivada segunda f” (x) y en 
el punto x¿ se cumplen las condiciones 


f(x) =0 y f(x) 40, 
entonces en este punto de función tiene un extremo, a saber: un 
máximo si f”' (xp) <0, y un mínimo si f” (x,)> 0. 
Tercera regla. Supongamos que la función f (x) tiene en un intervalo 
lx—x9!1<06 las derivadas f(x), ..., f(?7 1) (x) y en el punto xp, la 
derivada (7? (x,), siendo 


0 (xy) =0 (k=1,...,n—D, (Mx) 20. 


En estas condiciones: 1) si 1 es un número par, la función f () tiene un 
extremo en el punto xy, a saber: un máximo si f("? (x0)<0, y un 
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mínimo si £? (xp) >0; 2) si n es un número impar, la función FG) no 
tiene extremo en el punto xp. 

3. Extremo absoluto. Una función FG9, continua en el segmento 
[a, b], alcanza el valor máximo absoluto (mínimo absoluto) en un 
punto crítico de esta función (o sea, en un punto en que la derivada 
f(x) es igual a cero o no existe) o en los puntos frontera a y b del 
segmento dado. 


Problemas: 
Averiguar los extremos de las siguientes funciones: 
1414. y=2+x—x?. 1415. y =(x— 1), 


1410. y =(x— 1Y. 
1417, y =x” (1 —x)" (mn y n son números enteros positivos) 


1418, y=cosx + chx. 1419, yp=1x +17" 

a 1 
1420. (Ir er (1 es un número natural), 
1421. y=]|x1 1422. y=x* (1 — ej. 


1423, Avenguar si la función 
FLO =(x— x,)" q (x) 
(7 es un número natural) tiene un extremo en el punto xy, donde la 
función p (xx) es continua enx=xo y p EME 
P, (x) 


P 
1424, Sea 1O=5 > Pl=+3 


y sea xy un punto estacionario de la función f (x), es decir, 
P, (x0)=0, O (xp) 20, 
Demostrar que 
sgn f*(x,)=sgn E Li 


1425. ¿Se puede afirmar que, si la función f(x) tiene máximo en el 
punto xy, entonces en un entomo suficientemente pequeño de este 
punto, a la izquierda del punto xp la función f (x) es creciente, mientras 
que a la derecha del mismo es decreciente? 

Examinar el ejemplo: 


M0=2—=x0 (24 sin), Si 40 y /(0)=2. 


1426. Demostrar que la función 


fua==e ", si x=£0, y /(0)=0, 
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tiene un mínimo en el punto x =0, y la función 


a 


gix) = xe e si x=£0, y £gí(0)=0 


no tiene extremo en el punto xy = 0, a pesar de que 
f£10y=0, ga (010 (a=1, 2,...) 


Construir las gráficas de estas funciones. 
1427. Averiguar los extremos de las funciones: 


? 


2) f(1)= TU(V2 + sino) si x>0 y f10)=0: 


d) (== (YE 4 cos) si x>30 y /(0,=0. 


Construir las gráficas de estas funciones. 
1428. Averiguar si la función 


109=|x1(24c05 7), si x==0 y f(0)=0, 


tiene extremo en el punto x = 0, 
Construir la gráfica de esta función. 
Hallar los extremos de las siguientes funciones: 


1429, y =x' —6x* $ 9x—4, 1437. y=xe"*, 
1430, y =2x* —x*. 1438. y=V x In x. 
1431, y=x(x— 1" (x—2). 1439. y=Y2, 
l 
1432. da 1440. y =cos x+ cos 2x, 
E: 10 
3x4 2 I 
1434. IS RATA: 1442. y =arctgx—-= In(14-x*). 
1435. y= V 2: x". 1443. y=e€* sin x. 
1435. y=xyY x—1. 1444. y=|xje-l*=31, 


Hallar los valores máximos y mínimos absolutos para las siguientes 
funciones: 


1445. f(x) =2* en el segmento [— 1; 5]. 
1446. f(x1)=x* —4x+6 en el segmento [— 3; 10]. 
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1447. /f(1)=|x* —3x +2] en el segmento [— 10; 10]. 
! 
1448. fx en el segmento (0,01; 100]. 
1449. fl13= Y 5— 4x en el segmento [- 1; 1]. 


Hallar el ínfimo (mf) y el supremo (sup) para las siguientes funcio 
nes: 
1450. f(x) ==xe-=00I* en el intervalo (0, 4 00). 


1451. Ma=(Idit + ja” en el intervalo (0, + co), 


1452. f(x) = Es en el intervalo (0, + =o). 
1453. flai=e""cosx*  enelintervalo (— oo, + 00), 
1454. Calcular el ínfimo y el supremo de la función f (£) = E 


enel intervalo x <E< +00, 
Construir las gráficas de las funciones 


MO = <= 
(x) ue 6 y mx) E 0 


1454.1, Sea 
M ¿=p Pol, 4=0, 1, 2,. 


Hallar Mo, M, y Ma, sif(i)=e * 
a Hallar el máximo término de la sucesión: 
y == A |. 


b) e a A e) Ya (a=1, 2, ...). 
1456. Demostrar las desigualdades: 

ia si |x|<2; 

b) On sió0d=r<l y p.>l; 


Sy a” s5tm3>0, 2 >0y0<x<a; 


Es Vr "Fésx+a (x>0, a0>0 >!) 
2 a 

e) jasinx+bcosx]< Ya 10, 

1456.1, Demostrar la desigualdad 


Cc)" le—x < 


Para — o <x< 00, 
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1457. Hallar la “*desviación a cero” del polinomio 
Pla) == x (a — 1) (1 +2) 
en el segmento [— 2, 1], o sea, calcular 


Es= sup [|P(x))] 


1h x <=] 
1458. ¿Para qué valor del coeficiente q el polinomio 
Plo)=x Lg 
es de desviación mínima a cero en el segmento [— 1, 1), o sea, 


Ep= sup |2(x)|==0min. 


1311 


1459. Se llama desviación absoluta de dos funciones f (x) v Eg (x) en 
el segmento [a, bj al número 


A= sue |f00—eg(xl. 


c=xZb 
Hallar la desviación absoluta de las funciones: 
f=xX y gl) =x 


en el segmento [0, 1]. 
1460. Sustituir aproximadamente la función 


Fi =x 
en el segmento [x;,, x2], por la función lineal 
E) =(x, rx +b 


de tal modo que la desviación absoluta de las funciones f(x) yg (x) 
(véase el problema anterior) sea mínima, y calcular esta desviación 
absoluta minima. 


1461. Determinar el mínimo de la función 
/(x)=max(2|x], 11 4x1 


Calcular el número de raíces reales de la ecuación y separar estas 
raíces, si: 


1462. x*—6x*-L 9x-—10—0, 
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1463. x* —3x*—Ix + A=0,. 

1464. 3x* — 4x* —6x* + 12x — 200. 

1465. x*-—5x—a, 

1466. lnx= Ax, 

1467. e* —ax?, 

1468. sin"x.cosx=a si 0<x<zw. 

1469. chx—Ax, 

1470. ¿Cuál es la condición para que la ecuación 


Hp tq=0 


tenga: a) una raíz real; b) tres raíces reales. Representar las regiones 
correspondientes en el plano (p, q). 


$ 12. Construcción de las gráficas de las funciones 
por sus puntos característicos 


Para construir la gráfica de una función y =f (x) es necesario: 1) 
hallar el campo de existencia de esta función y averiguar el comporta- 
miento de la misma en los puntos frontera; 2) establecer la simetría 
de la gráfica y la penodicidad; 3) hallar los puntos de discontinuidad 
de la función y los intervalos de continuidad; 4) determinar los ceros de 
la función y las regiones en las que el signo de ésta es constante: 5) 
hallar los puntos de extremo y determinar los intervalos de crecimiento 
y decrecimiento de la función; 6) hallar Jos puntos de inflexión y 
determinar los intervalos de concavidad de la gráfica en un sentido 
determinado; 7) hallar las asíntotas, en caso de existencia de las mismas; 
8) señalar tales o cuales particularidades de la gráfica. 

En los ejercicios señalados con un asterisco, los puntos de inflexión 
se determinan aproximadamente, 


Problemas: 
Construxy las gráficas de las siguientes funciones: 


1471. y=3x—x". 
ae p 1477. y= 5. 
1472, y=14+ 2. LEO 
1478. y=(5) 
1473, y =(x +4 )(x— 2). E 
2 Xx” (x — 1) 
> a 7 » A ———— t 
Al E 
1475*, IS IZA 1480. 2== 1 0 
1476*, y= a Bd pe 


UE N0-xx*" (x— 1" 
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sin x 


1482*, y=5%5 y dido die 2+c05x ' 
5 ) 1505. y =2x—tgx. 
MR A ls 1506. y=.e"- z , 
E GE == 1807. y= 01 e. 
1484. y=(x—3)V x. 1508. neón 
Poy EN 2 
di 918% EN 1509. y=x*e"*, 
pS pa — e Y gs r z 
1485.1. eE 1509.1. y=e" * sin” x 
1486. y =+ V ix— 1)(x — 2) (x— 3). 
1487%, y = Y =éP=x Ed. 1510. y ==. 
1488. a E Aa 
1511. y=P1—e"*". 
Ea E In x 
1489. y =1(x+2) lea 1512. =% 


1513. y=In(x 4 VET. 


1490. qt Pe 
1514. OS V<E mm. 


A 


ET PRO 1515, y= arcsin x 
VET vi=* 
1492. PA anr 7 pants TU 1516. A 
z 1617, y =5 Farcctg £, 
1493, Li Ga 
q 1518. y =xarclgx. 
1494, en V 3 7 la >0). 
2x 
1519. y —arcsin —3+ 
3495. jay E x 4 a 
+1” 1520, y = arccos ———z. 
1496*, y= Y 2 e 
Ly = To 


1521. y=(x +2) E 


1497. y=sinx-—+ cos? x. e 
1522, y=DEr- ES A 


1498. y =(7 4 2cosx)sin x. 


A? 
1499. y =sin xy sin 3x. 112375 Sur 
si E XxX 7 
1500, y =c0s x — y Cos 2, 1524. y =a arcsin —-— Y a*— x* 
1501. y =sin* x + cos! x. 1525. y= arccos L Ss 
e — /L 
1502. a 3x, 1526. y=x". 
1503. y =———— , QQ. 
sin (++) O E 
cos x ES 
1504. y = oy 1528. y=(1+x)*. 


164 


12, 


1529%, 


1530*, 


1531. 
1532. 
1533*%, 


1534. 


1535. 
1536. 
1537. 


1538. 


1539. 


CONSTRUCCIÓN DE LAS GRAF. DE LAS FUNC. POR SUS PUNTOS CARACT. 


(14h) (1 > 0). 


== (sin averiguar la concayidad). 
Construir las curvas dadas en forma paramétrica: 
O LN MESA 
4 477 
x= UU, y=3i—1, 
p: / 
dE EN 
pa e J 
== Y TER 
x= 4er, y=2U- .e*. 
x=acpos 21, Yy=acos3t (a >0). 
£= ti L£ y=sin'f, 
e=flin£ y => 
da 
A y=atg'f (a>0). 


1540, 


x=aíshi—f, y=al[cht—1) (a>0). 


Expresando las ecuaciones de las curvas en forma paramétrica, cons- 
truir estas curvas, si: 


1541. 


“ty —3axy=0 (20>0). 


Indicación. Hacer y = tx. 


1542, 
1543. 
1544, 
1545, 


yx < y. 

ry='e—y. 

> =y" (x0>0, y 0>0). 

Construir la gráfica de la curva 
cix—ehy 1, 


Construir las gráficas de las ftinciones dadas en un sistema polar de 
coordenadas (y, r) (r > 0): 


1546. 
1547, 


1549*, 
1550+%, 


r=a+bcosp (0 a<»). 
r=asin3p (a >0). 1548. r=-— D. 
in3p (a7>0) ER (a>0) 
th 
2 > Mae pal (a > 0). 
r—1 
P=Aa1ccos -——. 


Construir las gráficas de las familias de curvas (a es un parámetro 


variable) 
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CAPITULO 2, CALCULO DIFERENCIAL DE LAS FUNCIONES DE UNA VARIABLE 


a 
1551. y=x dd 1554. IE 400%, 
a 
1552. y a 
1553. y=x4VMa(1—x5), 1555. y =xe  * 


S 13, Problemas de máximos y mínimos de las funciones 


1556. Demostrar que, si la función f (x) no es negativa, la función 


FA=C0"(x) —(0>0) 


tiene exactamente los mismos puntos de extremo que la función f (1). 


1557. Demostrar que, si una función y (x) es monótona creciente en 
sentido estricto para — w Xx < + eo, entonces las funciones 


FO y put) 


tienen los mismos puntos de extremo. 


1558. Hallar el valor máximo del producto de la m-ésima y n—ésima 
potencias (m >0, 1 >0) de dos números positivos, si la suma de éstos 
es constante e igual an. 

1559. Hallar el valor mínimo de la suma de la m-ésima y n-ésima 
potencias (nm >0, 1 >0) de dos números positivos, si el pone de 
éstos es constante e igual a a, 

1560. ¿En qué sistemas de logaritmos existen números que son 
iguales a su logaritmo? 

1561. Entre todos los rectángulos de un área dada S, determinar 
aquél cuyo perímetro sea mínimo. 

1562, Hallar el triánguio rectángulo de área máxima, si la suma de 
un cateto y la hipotenusa es constante. 

1563, ¿Qué dimensiones lineales tiene que tener un bote cilíndrico 
cerrado de volumen Y para que el área total de la superficie sea 
mínima? 

1564. En un segmento circular dado, no superior al semicírculo, hay 
que inscribir un rectángulo de área máxima. 


1565. En la elipse 
xx 1 E 
Pr! 


hay que inscribir un rectángulo con los lados paralelos a los ejes de la 
elipse, de modo que su área sea máxima. 


166 


13. PROBLEMAS DE MAXIMOS Y MINIMOS DE LAS FUNCIONES 


1566. En un triángulo de base b y de altura » hay que inscribir un 
rectángulo de perímetro máximo, 
Estudiar la posibilidad de resolución de este problema. 


1567. De un tronco redondo, de diámetro d, hay que tallar una viga 
con una sección transversal rectangular de base b y altura A. ¿Qué 
dimensiones deberá tener la viga para que la resistencia sea máxima, si la 
resistencia es proporcional a bh?? 


1568. Inscribir en una semiesfera de radio R un paralepípedo rec- 
tangular con la base cuadrada de volumen máximo. 


1569. Inscribir en una esfera de radio R un cilindro de volumen 
máximo. 

1570, Inscribir en una esfera de radio R un cilindro cuya superficie 
total sea máxima, 


1571. Circunsenbir en torno a una esfera dada un cono de volumen 
mínimo. 

1572. Hallar el volumen máximo de un cono con una generatnz 
dadaí 


1573. En un cono circular recto de ángulo 2a en la sección axial y 
de radio de base R, hay que inscribir un cilindro cuya superficie total 
sea máxima. 

1574, Hallar la distancia minima del punto M (p, p) a la parábola 
y? =2px. 

1575. "Hallar las distancias mínima y máxima del punto A (2, O) a la 
circunferencia x? + y? =1, 


... y e y 
1576. Hallar la cuerda máxima de la elipse pal 
(0<b <a) que pasa por el vértice 8 (0, -- b). 
1577, Trazar por el punto M (x, y) de la elipse F+£=1 una 


tangente que forme con los ejes coordenados un triángulo de área 
minima. 

1578. Un cuerpo está formado por un cilindro circular recto que 
termina por encima por una semiesfera, ¿Qué dimensiones lineales debe 
tener este cuerpo para que el área de la superficie total sea mínima, sí su 
volumen es igual a V? 


1579. La sección transversal de un canal abierto tiene la forma de un 
trapecio isósceles. ¿Cuál debe ser ta inclinación de los costados para que 
el “perímetro mojado” de la sección sea mínimo, si el área de la 
“sección viva” del agua en el canal es igual a S y el nivel del agua es 
igual a A? 
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CAPITULO 2. CALCULO DIFERENCIAL DE LAS FUNCIONES DE UNA VARIABLE 


1580. Se lama “sinuosidad” de un circuito cerrado que limita un 
área 5, la razón del perímetro de este circuito a la longitud de la 
circunferencia que limita un círculo de la misma área $. 

¿Qué forma debe tener el trapecio isósceles ABCD (AD || BC) de 
sinuosidad minima, si la base AD = 2a y el ángulo agudo BAD =a0? 


1581. ¿Qué sector se debe recortar de un círculo de radio KR, de 
modo que de la parte restante se pueda enrollar un embudo de capaci- 
dad máxima? 

1582. Una fábrica A está a a km de la vía férrea que va del sur al 
norte y que pasa por la ciudad B, teniendo en cuenta la distancia mini 
ma. ¿Bajo qué ángulo P respecto de la vía férrea se debe construir una 
vía de acceso desde la fábrica para que el transporte del cargamento de 
A a B sea el más económico, si los gastos del transporte de una tonelada 
de cargamento a la distancia de 1 kim son de p rublos por la vía de acceso 
y q rublos (p > q) por la vía férrea y la ciudad B está situada b km más 
al norte que la fábrica 4? 

1583. Dos barcos navegan con velocidades constantes u y v por 
lineas rectas que forman entre sí un ángulo 6. Hallar la distancia mínima 
entre Jos barcos, si en un momento dado sus distancias hasta el punto 
de intersección de sus rutas eran iguales a a y b, respectivamente. 

1584. En los puntos A y B están situados unos focos luminosos de 
Si y $, bujías de intensidad. Hallar en el segmento AB'= a el punto 
menos iluminado. 

1585. Un punto luminoso está situado en la linea de los centros de 
dos esferas que no se cortan de radios KR y r(R > r) y se encuentra fuera 
de las esferas ¿Cuál debe ser la posición del punto para que la suma de 
tas partes iluminadas de las superficies de las esferas sea máxima? 

1586. ¿A qué altura sobre el centro de una mesa redonda de radio a 
se debe colocar una bombiila eléctrica para que la iluminación del 
borde sea máxima? 

Indicación. La iluminación se expresa por la fórmula 

¿sin q 
I==2, 
donde Y es el ángulo de inclinación de los rayos, r es la distancia del fo- 
co luminoso a la superficie iluminada, k es la intensidad del foco 
luminoso, 
1587, A un río de anchura de a m se le ha construido un canal de 


anchura de b m, que forma con el mismo un ángulo recto. ¿Cuál es la 
longitud máxima de los barcos que pueden navegar por este canal? 


1588. Los gastos diarios en la navegación de un barco constan de dos 
partes: una constante, igual a a rublos y otra variable que crece 
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14. CONTACTO RE CURVAS, CIRCULO OSCULADOR. EVOLUTA 


proporcionalmente al cubo de la velocidad ¿Cuál debe ser la velocidad v 
del barco para que la navegación sea la más económica? 


1589. Se necesita mover una carga de peso P, situada en un plano 
honzontal áspero, mediante la aplicación de una fuerza. ¿Cuál debe ser 
la inclinación de esta fuerza respecto del horizonte para que su magni- 
tud sea mínima, si el coeficiente de rozamiento de la carga es igual a £? 


1590. En una taza que tiene la forma de una semiesfera de radio a se 
ha colocado una barra de longitud !>2a Hallar la posición de equili- 
brio de la barra. 


8 14. Contacto de curvas. Círculo osculador. Evoluta 
1.2 Contacto de n-ésimo orden. Se dice que las curvas 
y=qlíx) e y=p(x) 
tienen en el punto xy un contacto de n-ésimo orden ( en sentido 


estricto), si p ) Lo) = Y 6d (20) (tk=0, L...... y 
Ae a) (x7). En este caso, parax —>x se tiene: 


Pp) —p()=0" [1 — x,]"+!, 
22? Cfírculo osculador. La circunferencia 
(x— E +H(y— np=R?, 
que tiene con la curva dada y =f (x) un contacto de orden no inferior al 
2”, se llama círculo osculador en el punto correspondiente. El radio de 
este círculo 
3 


_(1+y”) 
A] 


; l 
se llama radio de curvatura, y k =5 curvatura, 


3.” Evolura. El lugar geométrico de los centros (£, y) de los círculos 
osculadores (los centros de curvatura) 


A a A 
E= y” , n=y+ y 


se llama evoluta de la curva dada y =f (x), 


CAPITULO 2. CALCULO DIFERENCIAL DE LAS FUNCIONES DE UNA VARIABLE 


Problemas; 
1591. Elegir jos parámetros k y b de la recta 


y=Rx- pb 


de tal modo que ésta tenga con la curva 
y=x'—3x 4-2 


un contacto de orden superior al primero, 
1592, ¿Para qué valores de los coeficientes a, b y e la parábola 


y=2ax +bx-be 


tiene en el punto x=x,¿ un contacto de 2” orden con la curva y =e*? 


1593. ¡Qué orden de contacto con el eje Ox tienen en el punto 
x =0 las curvas: 


a) y =1l—c08x% b)y=!tgx—sinmx c) y=e 1x4). 


1594. Demostrar que la curva: y = ec six*0e y=0six=0, 
tiéne un contacto con el eje Ox de orden infinito en el punto x =0. 
1595, Hallar el radio y el centro de curvatura de la hipérbola 


xy=1 


en los puntos: a) M (1, 1), b) NY (100; 0,01). 
Hallar los radios de curvatura de las siguientes curvas: 
1596. La parábola y? :=2px. 
1597. La elipse £ L == sbo=01 


1598. La hipérbola F-—-+=1. 

1599. La astroide x* + Ia 

1600, La elipse x =4a cos £, y =b.sin £. 

1601. La cicloide x =0 (f — sin 1), y =a (1 — cos f). 

1602. La evolvente del círculo x=a (cost 1sin?), 
y =a (sen! — cost) 
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14. CONTACTO DE CURVAS. CIRCULO OSCULADOR. EVOLUTA 


1603. Demostrar que el radio de curvatura de una línea de 2 orden 
y =2px:— qx* 


es proporcional al cubo del segmento normal. 


1604. Escribir la fórmula para el radio de curvatura de una curva 
dada en coordenadas polares. 

Hallar los radios de curvatura de las curvas dadas en coordenadas 
polares (los parámetros son positivos): 


1605. Espiral de Arquímedes r =44p. 

1606. Espiral logarítmica r =2e"" *. 

1607, Cardioide r=a (1 + cos p). 

1608. Lemniscata r? =a? cos 2 y. 

1609. Hallar en la curva y =[n x el punto en el que la curvatura es 
máxima. 

1610. La curvatura máxima de la parábola cúbica y = E 


(0<x < +0), k > 0) es igual a :00 . Hallar el punto x en el que se 


alcanza esta curvatura máxima. 
Hallar las ecuaciones de las siguientes curvas: 


1611. Evoluta de la parábola y? —=2px, 
1612. Evoluta de la elipse L-4 4 =1. 


2 
-— 
1 


1613. Evoluta de la astroide x* + y*=a?. 
1614. Laevoluta de la tractriz x=a ln 12) ES g£_ a—y*, 


1615, La eyoluta de la espiral logarítmica r=ae" Y. 
1616. Demostrar que la evoluta de la cicloide 
x=al(t—sinft), y =a(1l — cos f) 


también es una cicloide, que se diferencia de la dada solamente por su 
posición. 
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CAPITULO 2. CALCULO DIFERENCIAL DE LAS FUNCIONES DE UNA VARIABLE 


8 15, Resolución aproximada de ecuaciones 
1.2 Regla de las partes proporcionales (método de las cuerdas), Si la 
función f (x) es continua en el segmento [a, b.)] y 


fia f(0<0, 
siendo f(x) 40 paraa <x <b, la ecuación 
f(x3=0 


tiene una raíz real en el intervalo (a, b) y sólo una. Por primera 
aproximación de esta raíz se puede tomar el valor 


x,=4a+06,, 
donde 


fta) 
== _——— tb —a). 
¿TB Re 
Aplicando luego este método a aquéi de Jos intervalos (4, x,) 0 
(x,, b) en cuyos extremos la función f(x) tenga signos contrarios, se 
obtiene la segunda aproximación x, de la raíz £, etc. Para acotar la 
n-ésima aproximación x, es vátida la fórmula 


Is, E] LLC, 2) 


dondemm= inf |f' (x) 1, siendo 
acx<b 


lim x, =8E. 
n+% 


2.7 Regla de Newton (método de las tangentes) Sif"()%40 en el 
segmento [a, b] y fta)f" (a) > 0, entonces por primera aproximación 
£, de la raiz E de la ecuación (1) se puede tomar el valor 


Ha) 
Fay” 


E =40 


Reiterando este proceso se obtienen las aproximaciones sucesivas 
E, (m=1, 2,...) que convergen rápidamente hacia la raíz E y cuyas 
precisiones pueden acotarse, por ejemplo, por la fórmula (2). 

Para obtener una orientación grosera, se puede dibujar un diseño de 
la gráfica de la función y =f (x). 
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14. CONTACTO DE CURVAS. CIRCULO OSCULADOR. EVOLUTA 


Problemas: 


Aplicando el método de las partes proporcionales, calcular con exac- 
titud hasta 0,001 las raíces de Jas siguientes ecuaciones: 


1617. e — 6x2 0, 1619. x—0,1 sin += 2, 
1618. i —x—1=0, 1620. cosxR=—x', 


Aplicando el método de Newton, calcular con la exactitud indicada 
las raíces de las siguientes ecuaciones: 


1621. x? + > = 10x (con exactitud hasta 107 3). 
1622, x lgx = 1 (con exactitud hasta 107 *). 


1623. cosxchx=1 (con exactitud hasta 107 *) (dos raíces positi- 
vas). 


1624. x + € =0 (con exactitud hasta 107 5), 
1625. x thx = 1 (con exactitud hasta 107 €), 
1626, Hallar las tres primeras raíces positivas de la ecuación 


tEx=x. 
con exactitud hasta 0,001, 
1627. Hallar dos raíces positivas de la ecuación 


1 
gx= — 


jas 


con exactitud hasta 107 3. 
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Capítulo 3 INTEGRAL INDEFINIDA 


$ 1. Integrales indefinidas elementales 
1.” Concepto de integral indefinida. Si una función f (x) está defini- 
da en el intervalo (a, b) y es continua y F'(x)=f (x) paraa<x< b, 
entonces 
Vtimd=F (0O+Ce<x<b, 
donde € es una constante arbitraria, 
2.” Propiedades principales de la integral indefinida: 
a) a[S Fx) dx] =Hriar 1h) $ de (0= =D 04, 
c) $ Al (x) dx = A Y (dx (A=conmst, A% 0) 


d) $ 1d) +e 00) al (9 ar + g (x) dz. 


3.” Tabla de las integrales elementales: 


yn) 


n+1 


n= inpxp+c (0). 


1 dx +C (nn). 


7) dx ( arctgxWC, 


EMT A — arcctgx HC. 
dx 1] I+x 
vB e 


y j dx =] arcsinx+6€, 
Vi=x* — arecosx4C, 


dx e 
vi. =1 >=] : 
br nlx+ Vx I+e 


If ta +C (150, a% 1) frame +c. 
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VIH Í sin x de=—cosx+C XI. (shrar=ch x+C. 
IX. cosxde=si0x+C, X01. A 
X= gr +C X1v. 15 E ell PC, 
Ll ao XV. tro 


4.” Métodos fundamentales de integración. 
a) Método de introducción de un nuevo parámetro, Si 


$ Hamd=F(9+0, 
entonces 
Vota) du="F (4) +C, 


donde u =y (x) es una función derivable, 
b) Método de descomposición. Si 


a=1H (00+7, 00, 
$ 4004 = 4 6) ds + 7, (a) dx. 
c) Método de sustitución. Si f (x) es continua, entonces, haciendo 
x=0 (5, 


donde p(t) es una función continua junto con su derivada y' (1) se 
tiene: 


entonces 


Í f(x) dx — $ FP) q (1) al. 


d) Método de integración por partes. Si u y v son unas funciones 
diferenciables de x, entonces 


fu do=uw— fo du. 


Aplicando la tabla de las integrales elementales, hallar las siguientes 
integrales: 


—yty Po a da 
1628. | (3—x1) dx. ES 2 + 
1629, [ (5x2 dx. 4 

1630. $ (1 —x)(1—2x) (1 —3x) dx, 


1631. (5) ax. pi > LN 
1632. + +7) a 
1633. Fe 1636, (Ve 
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1. INTEGRALES INDEFINTDAS ELEMENTALES 


1837. ¡LEE 1645. ¡(== ax. 

1638, [EE a iii fs sE de, 

1639. (55 1647, FU + sinx-b cos y) de. 

1640. (E. 1648, [Y T—5in 2xdx.(0<x <m). 

1641 EL ax. 1649, | clg'xd:, 

aja pe +4Y=2,, 100 Y tg xd, 

e (VEL Pan =. 1651. Jlashe4-0chx) dx 
e VI E 1652. edo, 

1644. | (24-37 dx, 1653. | cih* x dx. 


1654, Demostrar que, si 
Vo) ds= Flo 40 


entonces 


Vta 46) d= > Flar+o) 40 (a50). 


Hallar las integrales: 


L dx /1 2er 
1655, E 1660. ¡Aaa 
1656, | (2x— 3)" dx. 1661. Sa 
1657. | /1— 3x dx. 

657 Y e 1662. > 3x3 * 

dx 
1658, ivi 
V2—=5x 1663. (72 
dx A 
sd =. de 
Bx—2* edi f Vi=2" 
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[ 3 "xr -2 A dx 
665. Lletedx 1668. Dr 
1666. | (sin5x—sin5a)dx. 1660, ¡pe 
de El 
1007. [== oia Mk 
TES 1670. $ + sin Xx” 
1671. $ [sh(2x + 1) Hch (2% —1)] de. 
1672, (%_. 1673, (, 
ch" she 


Hallar las integrales que se dan a continuación, mediante una trans- 
formación adecuada de la expresión subintegral: 


1674 (E 1686. (—££%,, 
VI=yp y 
(6x7 + 27) 
. a dx 
1213 uE] 7, A 
1675. | Y TEX de. A a 
*dx dx 
1676, a 0 1688. ira=: 
xdx : A 
1677. Ñ (1 +: UTN 1689. Y xec* dx. 
x dx er dx 
1678. Vi: 1690. Vs: 
dx dx 
1679. Je=7: 1691. (a 
1580. CA 0 io 
(1 Ea Va" VIP" 
Indicación. E 2). 1693. ax 2d 
o A + 
1681. fan E ni e 
1682, (7 al 1695. $ sin? x cos xdx, 
Ñ 1696. ( 22. ax. 
sd Vi y U | x 
1684. es 1697. | igxdx. 
ds me 1688. | ag x de, 
1685. pes a sinx ++<c0s 
¡ 3 1699. es ME A 
(e — 117 Y Sinx —eosx — LO5£ 
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sin xcos X 


1700. | +======= 
7 sintx +] b*cos* x 


a A PLA 
3 2x 


cos x 
Y cos 2x 


sh x 


1700.3. 
f V ch 2x 
1701. ¡ Ye 


sin? cg j 
dx 
1702. E pe x+2cos*x" 


1700.2. | 


dx. 


sin x x 
1704. ( £ 
COS X 
dx 
1705. e 
1706 $ e 
ch x 
1707 shxch x 
j VixEchx 
dx 
1708. Y —— =>. 
da da thx 
arctg g 
1709. JE E 


1. INTEGRALES INDEFINIDAS ELEMENTALES 


dx 


dx 1710 1 ——__—__— 
Me sinx)* PT — xt" 


1711. (yuan MAA lg 


e+l 
1712. pp 


AN 
EUA ] 
(Us) tra (2). 
1713. Ven. 
dr 
1714. Vo: 
2 
1715. ¡EA 
1716. $7 : nar. 


1717. VE 
V2Fcos 2x 


Sin x cos x 
eo: Vr *x cos x ax 
ima E pd, 


beis 


Aplicando el método de descomposición, calcular las integrales: 


1721. | *(2—3x'Y dx. 


17211, $ x(l— xP dx, 


1722. Ñax 
l=x 


Xx 
1723. ¡ TE és. 


dx. 


1724, ft 
1725. ind dx. 


1725. (Za 


a 
1727. | Epade. 


1728 - 
A $. 


1729. ire? Els 
VEIA Yx=1 
1730. | 2=5x dx. 
On 
—(0-59+2 5” 
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1731. ii 1747. $ sin*xdx, 


1732, [TEX ax. 1748. | cos* xdx, . 

dx PA 
1733. era" 1749. sin xdx. 
Indicación. 


4 
Vi le 3)— (21) 1750. ( cost «dx. 


E dx 1751. | ctg*xdx. 
Ea 1752. 1 tg* xdx. 
ms ero $ 


ás 1763. (sin? 3x sin* 2x dx, 
ms ls 
xdx 1754. Ñ - a 


six cos! x? 


187 EFDGEN" 
P Indicación. 
xax 
1738. PIEZATI* las sin x + cos*x, 


dx dx 
Li arre». 1755, pe 


ax z 2 e 
1740, Ta Eo) (a 20). 1756. $ AA 


1741. | sin” x dx, 1757. (Hex 
1742, | costxdx, 1758. Jas =* 
1743. | sin x sin (xt a) dx. 1759, Es + 
1744. Í sin3x-sin5x dx. 1760, E de, 
1745, (cos 7 -cos «y de. 1761. [sh' xdx, 


1746. Y sio (2:— 7) cos (8x4-3) dx, 
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« 


1762. | ch* x dx, 1764. | chx-ch3xdx. 
dx 
1763, Ú sh x sh 2x dx. 1765. a+ 


Aplicando sustituciones adecuadas, hallar las siguientes integrales: 


Ei sin x cos? x 
1766, | /T=xdx. 1772. $ ES ds. 
7 
1767, | (1—5x)" dx, 1773: ES dx 
Cos” Xx 
a Inx dx 
1768. | ax. Malo. 
e er 
$ 
1769. | dr. ri AN AE 
VI—* E 
: vee 
E —. dx 
1770. 1 x*(2—5x%+* dx. 1776. i 
' VIpe 
1771. | cost x-V sin x dx. 1777, (Ag Vx de 
] Ve TEx' 


Aplicando las sustituciones trigonométricas x=a sen E =ater 
x=asen? f, etc., hallar las siguientes integrales (los parámetros son 
positivos): 


d a) | 
1778. e | 1782. | VE de 
(1 — 11) ? | 
dx A 
1779, 77 1783, E y ay de. 
AA j dx 
1780. at— y? dx, 1784. j o NNNnxc_ 
yv Y (x— a) (6 =x) 
1781. 1 Indicación. Aplicar la sustitución 
(e + asy! x—0x=(b—0)sio* £, 
1785, |Vi*—2J0—2 dr. 


Aplicando las sustituciones hiperbólicas x=a sh t, x=achf, etc,, 
hallar las siguientes integrales (los parámetros son positivos): 


1 x* 
1786. [Y FF dx. 1787. j ETE 


CAPITULO 3. INTEGRAL INDEFINIDA 


1788. [Vies e 1790. Vete b) dx, 
e E: 


Indicación. Hacer x+a=(b-—ajsh 4 


Aplicando el método de integración por partes, hallar las siguientes 
integrales: 


1791. finxdx. 1801. Í x'ch3xdx. 
1792, Íxw"inxdx (n—1). 1802, | arctgx dx. 
1793. f (Ey dx. 1803. Í arcsin xdx. 

Xx 
1794. VU xix dx. 1804, bx arctg x dx. 
1795, $ xe”* dx. 1805. Ñ x arccos x dx, 
1796. $ ve” dx, 1806. $ ES dx. 
1797, | xten* dx. 1807. | Inx+Y TF) dx. 
1798. ' x cos xdx, 1808. UL E dx. 
1799. 1 sin2x dx. 1809, ¡ arctg Vx dx. 
1800. Fx sh da, 1810. ¡ sin x+ln (tg. x) dx. 
Hallar las integrales: 
1811. [xertaz, 1818, ÍVI—2 ax. 
1812. Ñ (arcsin xy dx. 1819, $ Vxitadx. 
1813, $ x farctgxy dx, 1820. $ Voa+x dx, 
1814. 1 ln ax. 1821. Lesintdx. 

xn (x H VIE 1822, Le” ax 
18165, XL, 
AAA Es 

y 1823, lx sin Vx dx. 

1816. (Ey de. 
IP qe tex 
4613 f dx 1824. ar dx. 
JA e? ¡E 


garetgx 
1825. dE de, 

dj 
1826. sinfín x) de, 
1827. | cos(lnx) dx, 


1828. 
1829. | etsinóxdx. 
1830. Ñ ex sin? x do, 


$ er cosbxdx, 


Il. INTEGRALES INDEFINIDAS ELEMENTALES 


1831. Ñle —cos 1)! de, 
1832. e 


pr 


1833. paa in (sin x) di 


sin 


xdx 
ES " 

xe* 
FEET? 


1834. 
1835. 


El cálculo de las siguientes integrales está basado en la reducción del 
trinomio cuadrático a la forma canónica y en la aplicación de las 


fórmulas: 
L. n= > og 
dx a+x 
e Vra=3 nl? 4 


x dx 


(a 4 0). 


fa 0) 


11. (od a +ri+0 


xXx XK 
S —=—=z= = arcsin — 
Vr dé a +6 


(a > 0). 


d 
VS nl 40 (a > 0). 


(a> 


dx 
vL E =+ Vataiae 
Vii e + 
vIL ¡va Va y 


VITL (Vzra= VIENE 


Hallar las integrales: 
1836, Lea (290). 
1837, ah» a : E 

1838. | 
1839, il 


0 — a i” 
xdx 


at o Xx 
+3 A5esin PERE 


p4 
Gini VITA +0. 


REN 
1840. | 7 dx. 
xdx 
1341. *—2rcosa Lt l* 
> dx 
1842. Va 
1843, (. ¿4 
% . 
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CAPITULO 3. INTEGRAL INDEFINIDA 


dx 
3sintx— 8 sin xcos.x + 5cos* x * 
dx 
sin xp 2c0s x +3 


dx ax 
E 1848. 1 E. 
1846 ir (040). 3 


1844, Ñ 
1845, $ 


dx di 
17 0 PEDO... ART 1849, E 
=> VAT ip2" 


1850. Demostrar que, si 


y=o* porte (e=t0), 


«entonces 
dx 1 y _ ; 
y 
dx 1 ] y , 
or iia re 1 S] a 0. 
dx 
1851. [22 . 1858, a 
Vifr—x* ANY 
| 
1859, ia Me O A 
Vi+x+ 1 1859, Mr Vi=3" 
dx 
1853. (== : JE 
(MITO ES60. ¡=> v===: 
E APTYVASA— 
-1853.1. A E 
VUE sinx + cosix 1861. (VUE Fx— 2% ax. 
xi dx A 
1854. == 1862, [VI EE 2 ar. 
1855, ÓN 1863. [Ve PZA x dx. 
AE 
NN CO. AA 1864, a 
1857. ME dl 
pata e= 1865. e 


$ 2. Integración de funciones racionales 


Aplicando el método de los coeficientes indeterminados, hallar las 
siguientes integrales: 


2: + 3 COEL, AMET 
1866, E=34+9 dd een (4 +3)" 


mo 
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ro 


- INTEGRACIÓN DE FUNCIONES RACIONALES 


1868. es 1879. oros" 
1869. $ gd 1880 | Farre” 
1870. Cn 1881. sE 

e 1882, | = 

1872. a e e 

1873 (3) en. 1884. Je 

1874. FUE 1885. ra TER al 

875 op 1886, Ca: 

1876. a de. 1687, Vnrarénara' 
1877, Manet: 1888, a" 
om 189 (ren 


1890, ¿Cuál es la condición para que la integral 


a bre, 
ix — ip 


, 


represente una función racional? 


Aplicando el método de Ostrogradski, hallar las integrales: 


1891, ever 1895. Setr- 

1892, at: 1896, Ve era 
[sa Ca: 1897, e 

1894, Set": 


185 


CAPITULO 3, INTEGRAL INDEFINIDA 


Separar la parte algebraica de las siguientes integrales: 


(898. 
1899, 
1901. 


1902. 


el tr! 
ARA sii e Ti 
ACI 


Hailar la integral 


Ñ dr 
A A 


¿Cuál es la condición para que la integral 


' ax EE Y 
art P2bx +0 


represente una función racional? 


Aplicando diversos métodos, hallar las siguientes integrales: 


1903. 
1904, 
1905. 
1906, 
1907. 
1908. 
1909. 
1910. 


1911. 


1921, 
integral 
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y pr-1 
am ¡pa d, 1912, (A dx 
xdx 
A 1913. Vara: 
dx 
e 1914. iaa 
ay ha 
VE dx. 915. ld 
y rim] 
lara di 1916. Vu 5xx* 1 
xXx dx l 
az TOS 1917. E 
f 1 dx o 
+30 2" 1918. a 
Fx dx 
OS 1919. [ax 
1 1 
fe. 1920. + dx. 


Deducir una fórmula de recurrencia para el cálculo de la 


d 
o 


3. INTEGRACION DE FUNCIONES IRRACIONALES 


Aplicando esta fórmula, calcular 


y dx 
A 

Indicación. Utilizar la identidad 

da (ax? 4 bx 4-€) = (2ax 4- by? + (das — $3, 
1922. Aplicar la sustitución f = 3 para el cálculo de la integral 
dx 
E 

(m y n son números naturales). 

Valiéndose de esta sustitución, hallar 

dx 
«2 (x 4-37" 


1923. Calcular 
Patx) 
s (x Lu ay+ 1 


dx, 


si Pa (x) es un polinomio en x de grado ». 
Indicación. Aplicar la fórmula de Taylor. 


1924. Sea R (x)=R* (x2), donde R* esuna función racional. ¿Qué 
particularidades posee la descomposición de la función R (x) en frac- 
ciones racionales? 


1925. Calcular 
dx 
$ LY» 


donde 1 es un número entero positivo, 


$ 3. Integración de funciones irracionales 


Mediante reducción de las funciones subintegrales a funciones racio- 
nales, hallar las siguientes integrales: 


= 1-VxFT 
1926. N E ) 
e 000. IE a 
dx 
er 2 ERES. de 
7 dais Jnrvsy= 
Y 2FEx WEE 
1928. | == dr. 0 a A! 
175 úl a Do 
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CAPITULO 3. INTEGRAL INDEFINIDA 


Y ELIT J Y ta—x) tl 


1934, (1 es un número natural). 


dx 
li Y añ — ppal 
dx 
1935. ng <mPPQP—_——r 
¡rán + 


EA rt 2 
Indicación. Hacer x= (1 == -) 0 


1936. Demostrar que la integral 
EA 2 
FR[a, (e—aj" («—o)"jdx, 


donde R es una función racional y p, q, 11 son números enteros, es una 
función elemental), si 
p+4q=kn, 
donde k es un número entero, 
Hallar las integrales de las irracionalidades cuadráticas más simples: 


1937. (——Í ar. [E 
roo: x 1940. - ax. 
dx xdx 
A PP AA 7 E NE AA 
his er ico: 
1939. ¡ A. SA 04 | AE e 
IV 1-—x Vi+ki—x 


Aplicando la fórmula 
PO dx 
Ñ y de=Q, (0y FAS Y 1 


donde y=VW ax? +bx+c, P, (c) es un polinomio de grado n, 
O, - 1 (e) es un polinomio de grado 1 — ] y A es un número, hallar las 
siguientes integrales: 


1948. PRE, A d a 1947, E... A 
n= ál lavan 
e PI Ade 1948. | —=== 
VIE E le 
dx 
a 17 1949. d -———_—____—___— . 
1945, Ye Va—x dr. (anrersz> 


e— bit 6 dx 
1946, | —======— dx. 1950. Ve vazz ñ 
f Va+4 3 + yd 2er 
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3. INTEGRACION PE FUNCIONES IRRACIONALES 


1951. ¿Cuál es la condición para que la integral 
art bxtc, 
VarH+óx e 


represente una función algebraica? 


Hallar $ de dx, donde y=Vox +FTóx He, descompomendo la 


Pix) 


ción racional 
fun Q1x) 


es fracciones simples. 


A 


xdx 
. (€ __AAA>>+A-_HáA4+A<X 1957. 
DAA rr pera laa VI" 


xdx 
” €” _—_c—— Í 58. a 
e (yx x= 1 i lave=: 
¡ Vereel y 1959. es 
1954, TE dx, YT 
a A A (VE VA+p2j 
9 CIA EN X 1960. Ev dx 


xdx 


1956. la 


Reduciendo los trinomios cuadráticos a la forma canónica, calcular 
las siguientes integrales: 


is eran 


1962. ldiotavan=* 
(142242 xi 
lx+ Dax ] 
1963.  »P-——_——_ KK 
erp 
1964. Valiéndose de la sustitución homográfica x= A calcular 
la integral 
dx 
leve. 
1965. Hallar 
dx 
(42) Y 20 IÓ 


Aplicando las sustituciones de Euler: 
y YVati+orpeo= 4 Vaxr+z si ano; 
Y Va Fiat Ve sic>9 
3) Val—x)le—x,) =x(x—x,), 
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CAPITULO 3. INTEGRACIÓN INDEFINIDA 
hallar las PGE integrales: 


1966. [re 1969, EEE a 


FVERFT + Vita? 


1967. lr 1970. a 
o (EVO FO 
1968. fx V—T2r PF 2 dr. 


Aplicando distintos métodos, hallar las siguientes integrales: 


1971. vam 1976. ve 

1972. TAS 1977. 7 

a Bl 

O 1979. TT 
paar 

1975, d+ 2n 


1980. Demostrar que el cálculo de la integral 


VR (e VoxrHb, Verd ax, 


donde R es una función racional, se reduce a la integración de una 
función racional, 
La integral del binomio diferencial 


$ AP a 4d 0x7)? de, 


donde m, n y p son números racionales, puede reducirse a la integración 
de funciones racionales solamente en los siguientes tres casos (teorema 
de Chébichev): 

Caso 1. Sea p entero. Hacemos x =2Y', donde N es el denominador 
común de las fracciones m y h. 


Caso 2. Sea 2+ ' un número entero, Hacemos a + bx” =2%Y, donde 


N es el denominador de la fracción p. 
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4, INTEGRACION DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS 


Caso 3. Sea m4! +p entero. Aplicamos la sustitución 


E bbs rl donde YN és el denominador de la fracción Pp. 


de n= 1, entonces estos casos son equivalentes a los siguientes: 
1) pes entero; 2) m esentero; 3) m + p es entero. 


Hallar las siguientes integrales: 


1981. (VI TEX dx. 1986. 
y TA 
V Xx 
XxX . o ——— 
1983, de ¿y i4 
da 
DTi 7a ód 1988. Vay YA E e 
1984. Ly : á 
re 1989. $)/3x—x0 ax. 
1985. |- 
d ETS 


1990. ¿En qué casos la integral 
[VIFP ax 


donde m es un número racional, representa una función elementa]? 


8 4. Integración de funciones trigonométricas 


Las integrales de la forma 


| sin” x cos” x dx, 


donde mm y a son números enteros, se calculan mediante transformacio- 
nes artificiales o valiéndose de las fórmulas de reducción. 


Hallar las integrales: 


1991. Íicos* xd. 1996. | sin" «cos! x dx. 
1992. | sin" xdx. 1997. (2 go, 

1993, ¡ cos*x dx. 1998. Li: Z dx. 

1994, $ sin*x cost x dx, 1999, az e? 

1995, $ sintx cos! x dx, 2000. ¡ — 
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CAPITULO, 3. INTEGRACION INDEFINIDA 


sint x 
2001. dira 2008, | ax. 
2002. id 2 lar 
cos x Y sin? x 
2004. e 2009. et 
2005. $ ctgtxdx. 2010. ia 
TER 


2011. Deducir las fórmulas de reducción para las integrales: 
a) 1, =/ sin"xds; db) K,=Í costxdxz  (n>2) 
y valiendose de ellas, calcular 
$ sin"xdx y $ cos? x dx. 
2012. Deducir las fórmulas de reducción para las integrales: 
de n= az 01M>2) 


y valiéndose de ellas, calcular: 


dx Po dx 
sinó x cos? e” 


Las siguientes integrales se calculan valiéndose de las fórmulas: 
1. sin a sin p=> [cos (a — B) — cos (a + P)]- 
Il. cosacos B=>+ [cos (a — $) + cos (a 4- PB). 


UI. sín «a. cos p=2 sin (a — B) + sin (a +4). 


Hallar las integrales: 
2013, $ sinóxcos x dx. 2016. $ sinxsintxH-0)sin(x+4b)dx, 
2014. $ cos xcos 2xcos3x dx, 2017, $ cos? ax cos” bx dx. 


? sn  . Xx 
2015. Ásin x sin < sán 3 Ax. 2018, Y sin" 2x.cos* 3x dx. 
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4, INTEGRACION DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS 


Las siguientes integrales se calculan valiéndose de las identidades: 


sia (a — f) = sin [(x + a) — (x + $) 


cos (a — B) == cos [fx ba) — («+ $). 


Calcular las integrales: 


dx 

2019. fa (x a) sin (+ bd)" 
dx 

sin (x + 0)c0s(x +5)" 
dx 


cos (x +0) cos (x +)” 


2020. $ 


2021. $ 


Las integrales de la forma 


dx 
sInx—sipa" 
dx 
cos x-peosa” 


2022. / 
2023. y 
2024. | tgxtg(x-+ 0) ax. 


$ R (sinx, cos x) dx, 


donde R es una función racional, se reducen en el caso general a la 
integración de funciones racionales mediante la sustitución tg + =f, 


a) Si se verifica la igualdad 


R(—sla x, cosx)==— KR (sinx, cos x) 


R (sin.x, —cos x)==— R (sin x, cos x), 


entonces es conveniente aplicar la sustitución cosx=t o senx=f, 


respectivamente. 
b) Sise venfica la igualdad 


Ri—siox, —c08 x) ==R (sin Xx, cos x, 


entonces es conveniente aplicar la sustitución tg x= 1 


Hallar las integrales: 
- dx 
ii E sinx—cosx+5” 


dx 
2026. y (27)cos x)sinx" 


sin? x 

2027. Mere rias 
dx 

2028. l- ecos x' 

a) 0<82Z<1;b) 8 >1. 


sin? x 


2029. $ TEsimióx dx, 


2030. $ 


dx 
a? sind + bos? r* 
tos? x dx 
09 $ la? sin? x + b*cos! xr)? * 
2032. $ A de 


sin x $|-cos x 


dx 
O Fr 
Sinx dx 
Dl rara" 
j dx 
20 
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CAPITULO 3. INTEGRACION ¡INDEFINIDA 


x Ed 
dese Y ALA 2039. $ dz 


H . . 
sin! x + cost x sintx + cns* x* 
dx 


sit. cos! x A 
2037. l EAXA_Á_Á 2040, uña pco” 


sintx+c0st x 


2038. f sin xcos x de 


l + sin! x 


2041. Hallar la integral 


' dx 
aslnbx+ócosx' 


reduciendo el denominador a la forma logarítmica. 


2042. Demostrar que 


aysinrH+b,cosx, , 
Mm A 85 | a sio db cos 11-46, 


donde A, B, C son constantes. 
Indicación. Hacer 


aysinx4-b,cosx= 4(asinx4bcosx) +4 8 (a cos x — bsia x), 


donde A y E son constantes, 
Hallar las integrales: 
sin x — cos x dx 
2043. A a 2044. (taz 


sinx—+2cos x 


sin x ay sin xp bycosxY y 
2043.1. dai ETE dx. 2045, E sinx+b cos x)* As, 


2046. Demostrar que 
idol mal LO Ls me 19 AAN Bl ¡ Ns 
ra —Ax-| BlnlasinxHbeosx4 e] 
dx 
+ Ti 


donde A, B, C son unos coeficientes constantes. 
Hallar las integrales: 


sinx «4-2 cos x— 3 2 sin 1-A-cos x 
2047, | dx 2040. | a, 


slox—2csx 3 nx 4cosx—2 


sin x 


048. | dx. 
S Darro dd 
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4. INTEGRACION DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS 


2050. Demostrar que 


$ a, sinx + 2b, sinxcos x + ecos? x 


esinx4-bcos x de 


== A sinx + Bcosx 4-0 / 


donde A, B, Cson coeficientes constantes. 
Hallar las integrales 


2051 fu 4sinxcosx + 3cos! x 
] sin x + cos x 


A 
asinxr-—+óvcosx? 


dx. 


sin*x—sinxcos 1 -+2costx 
2052. $ sin x4-2c05 x dx. 


2053. Demostrarque,si (a —c)? + b? +0, entonces 
a, sinx—+b,c0s x du du 
o did rro + 


donde A, B son coeficientes indeterminados, A,, A¿ son las raíces de la 
ecuación 


a—iA 
b ec—á =0 A, A), 
4; =(0—4)sinxetóbcosx y K, ==> =1, 2). 
4 


Hallar las integrales: 


2sinx— cos x 
2054, 3siixA44cos! x de, 


(sin x-+ cos x) dx 
2009, 2sintx—Asinxcosx-| 5 cos! x 


sinx—2c0sx 
2056. | Tracor d%. 
2057. Demostrar que 


dx _ dsinxHBcosx C 
la sin x + bc0s 3" (asinx-F bcos Zn ES f ra bcos xj 1 5 
donde A, B, C son coeficientes indeterminados. 


2058. Hallar 
dx 
ata y 
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CAPITULO 3. INTEGRACION INDEFINIDA 


2059. Demostrar que 


A sin x 


a dx 
rat 
dx 
+ ra (al=£]5), 


y determinar los coeficientes A, B y C, sin es un número natural mayor 
que la unidad. 


Hallar las integrales: 


sin x dx sín x dx 
2060. sn === 2062. AO ZAOKÁ 
o VZ+sin 2x 
sin? x dx 
pS A GX, 2063. | -=_——— , 
ea cos" x Y tg x erre EEES 
cosa E ER 
2064. | ———É- dx 
sipa+a E 2 
cos 2 . 
Indicación. Hacer t=—=G»+ 
sin , 


2065. Deducir la fórmula de reducción para la integral 


(n es un número natural), 


8 5. Integración de diversas funciones transcendentes 


2066. Demostrar que, si P(x) es un polinomio de grado nr, entonces 


$ Pe dx=e ELA y +0 
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5, INTEGRACION DE DIVERSAS FUNCIONES TRANSCÉNDENTES 


2067. Demostrar que, si P (x) es un polinomio de grado », entonces 


$ P(x) cos axdx=— 
Y ax [Ps n= 


P"(x) y PIV(o) 
A + gr Ts .] + 


ea AB S 
pe ax [P (x) — AR: t. .| +C 


«e 


$ P(M) sin ax dx —= 


__Cosax == [e Es pr 04 He 


pinos [Po si a EE 0d el 


Hallar las integrales: 

2068. 0 KE dx 

2069. Fx —2 + 2) 07% dx, 
2070. [ x*sin5x dx. 

2071. $ (1 NN Y cos edx, 
2072, | ten 

2073. dx, 

2074. | e**cos* bxdx, 


2081. Demostrar que, si R es una función racional 


PY 


2075. | e? sin" bx dx, 
2076. $ xe* sinx dx. 
2077. ¡ Cercos xidr, 
2078. y xe* sin? x dx. 
2079. | (x—sin x)' dx: 
2080, | cost Vx dx. 


47, .-:, 4 Son conmensurables, entonces la integral 


y R (ea, er, 


es una función elemental. 


Haliar las siguientes integrales: 


dx 

2082. A AP" 
pax 

2083. Vi dx 


dx 
2084, nt 


.... E) de 


2085. 


y los números a,, 
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CAPITULO 3. INTEGRACION INDEFINIDA 


dx 
pa A A ax 
2087. | 7 2089 e —T ax. 
— 1 E == == 
2088. | Y FL ax 200 ERP yTZR 


2091, Demostrar que la integral 


l Rie” dx, 


donde R es una función racional cuyo denominador solamente tiene 
raíces reales, se expresa mediante las funciones elementales y la función 


transcendente 


pax a 
(dx == EG 


A 
e 


2092. ¿En qué caso la integral 
Pr(7) “ex 
Xx 
donde P(7) =04, + = +... +3 Y la, 41, -.», Ay Son constantes, repre- 


senta una función elemental? 


donde 


Hallar las integrales: 

2093. [0-2] caz. 2096. ES ¡y 4%. 
2094. ALAN "dx. 2097. | EE dx, 
2095. fa. — $30 


Hallar las integrales que contienen funciones del tipo Inf (xx), 
arctg f(x), arcsen f(x), arccos f (x), donde f (x) es una función alge- 
braica: 

2098. $ ln” x dx (n es un número natural), 


2099. ( x'intxdx. 2100, | (32) dx. 
x+0 z de 

2101. Unie-+a) ll (x +5) een: 

2102 [lr VIE) ax. 

2108. VinVI—x4+VT Fx dx, 
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6, DIVERSOS EJERCICIOS DE INTEGRACION DE FUNCIONES 


2104. ars 
Uy 

2105. | rarcig(e +1) de. 

- 2106. NY %arctg Vixax. 


2107. $ xarcsin(l — xj) dx, 


2108, ¡ arcstn Pasa 
2109, . 


2110, A 


Xx arcos — de, 


2111. 
2112. 


2113. $ xartgxin(l +x dx. 


2114. 


2115. 


artcos Y 
¡ => dx, 
le 


X 3rccos.X 
E dx, 
(1 — xy? 


fla EZ de. 
—r 
po ax -YTE xd 
a 
(pra 


Hallar las integrales que contienen funciones hiperbólicas: 


2116. Ístiocht ado, 
2117, fchtxdx. 
2118. | 

2119, $ 

2120. | hxax. 
2121, Lct xdx. 


2122. Viz dx. 


2123. 


Vatraz 


2123.1, $ dx 


2123.2. 


sh? x—4sh x ch-x49 ch! x 


' dx 
0 l+chx" 
chx dx 


aia > 


2124. 


2125. 


$ shaxsinbx dx. 


$ shaxcosbx dx, 


8 6. Diversos ejercicios de integración de funciones 


Hallar las integrales: 
dx 
2126. Vara: 
x dx 
mar. [E 


228. lps: 


2129 | ———_—_—, 
avi 


2130. fe V Ear 
lí 


x+2 
2131. A 


2132, 


2133, 


2134, 


2135. 


2136. 


Vu 
f dx 

TES 
Jas 


dx 


LY r—2tmk 1 : 


s 
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CAPTTULO 3. INTEGRACION INDEFINIDA 


2137. 


2138. 


2139, 


2140. 


2141. 


2142, 


2143, 


2144. 


2145. 


2146. 


2147. 


2148, 


2149. 


2150. 


2151. 


2152. 


2153. 


2154. + BECLOS xy 
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14 Yi, 

La 
VE 

+ Vip 


f ln ( mc pa 
Es 


í (2x7-3jarccos(2x— 3) dx. 
Vx in(43+x%Y dx, 
aresinx 1+x 
a 
far (+ Vi 
VIP 


Vx V2FTMV AT de. 


X X 
j vT= In Vi=z = dx 


dr 
l (2 4 sin x)? * 
sin4x 
iu Xx Cos x 


Ñ dx 
sinx Y TT-cosx 


dx, 


2Lp 
Ml Ty Hg x dx, 
ES b 


xt] 


£— |] 


ES 
dx, 


ln] 


a dx. 


x In x 
FA 
xascigx dx. 

x 


ViFs 


sin 2r pe 
8 28 vi 
Yi + Cost xr 


la 


arte x 
2155. $ da, 


xarcitg xy 


ESF 


in(i+ VIP 
2157. pre as, 


' V1— x* arcsin xdx. 
$ x(14x%) arcoig x dx. 


2158, $ 


2158. 
2159. 


2160. [ "(1-4 In x) dx. 


arcsin e* 
2161. FE a. 


x 


9162 ¡ arctg e? 
tie 


dx, 


2163. 


' dx 
(AAA 
(VW xFl dx, 


ll sinx 
2165. E 


ÚxJax. 


2164, 
dx, 
2166. 
2167. | xjxjdx. 


Sat lx az. 
$014x]—]1—x|) ax, 


2168. 
2169. 
2170. Vetai ib 


2171. Ñ max (1, x*) dx, 


6. DIVERSOS EJERCICIOS DE ¡INTEGRACION DE FUNCIONES 


2172 $ y (x) dx, donde p (1) es la distancia del número x al número 
entero más próximo. 


2173. | (x]]sinmx]dx  (%3>0). 
ff ix si jx1<!l; 
2174, | (0 dx, donde f3=| Sl 
Ll, si — 0 x<0; 
2175. | 40 dx, donde FoO=i xl, 1. 0<x<l; 
Ze, 31 1LiZd+o. 


2176. Hallar | x/"(x) dx. 

2177. Hallar | f'(2x) de. 

2178. Hallar f(0), si f(=+  (20>0) 

2179. Hallar f(x), si f'(sin*x)=cos*x. 

2180, Hallar fío), si 

; fl para 0<1x<!l; 
Un =( x para 1<xXZ-Jo 

y F(0)=0. 

2180.1. Sea f(x) una función monótona continua y f”* (x) su 
función inversa. 


Demostrar que, si 
Vrimar=F (946, 
entonces ; 
1170 di =xf "(0 — FUNES 


Examinar los ejemplos: 2) f/(a=x"HB7>0) DD) f(x =e'% 
c) f(x) =arcsin x; d) f(x) = Arth x. 
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Capítulo 4 INTEGRAL DEFINIDA 


8 1. La integral definida como el límite de una suma 


1.” Integral definida en sentido de Riemann. Si una función f (x) 
está definida en [a, b] y a=x,<x, <x7<... <xp =b, entonces, se 
llama integral de la función f (x) en el segmento (a, b] al número 


5 a 
fima= lim Dg ar (1) 
max] 4x,| +0 ¿Zo 


donde x¡ < El EX jo, y Aj =X j.1 — Xi. 
Para la existencia del límite (1) es necesario y suficiente que la suma 
integral inferior 


n—i 
== Y mix 
í4 
y la suma integral superior 
n—i 
S= E M¡Ary, 
i=0 
donde 
mi= inf HO y Mi= sup Ho. 
; SS E 


tengan un límite común cuando máx |Ax¡|=> 0. 

Las funciones f (<), para las que existe ei límite del segundo miembro 
de la igualdad (1), se llaman (propramente) integrables en el intervalo 
correspondiente. En particular, a) una función continua; b) una función 
acotada, con un número finito de puntos de discontinuidad; c) una 
función monótona acotada, son integrables en cualquier segmento fini- 
to, Si la función f (x) no está acotada en el segmento (a, b], entonces no 
es propiamente integrable en [a, b]. 

2.” Condición de integrabilidad. La condición necesaria y suficiente 
de integrabilidad de la función f(x) en un segmento dado (a, 5], es el 
cumplimiento de la igualdad 


dl] 
Um v¡Ax,=0, 
max | 41] > 2 ! ! 


donde «ww; es la oscilación de la función f (x) en el segmento [xj X;4, ]. 
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CAPITULO 4. INTEGRAL DEFINIDA 


Problemas: 
2181. Hallar la suma integral S, para la función 
f)=I+x 
en el segmento [— 1, 4], dividiendo éste en n partes iguales y tomando 
los valores del argumento E, (¡=0, 1,..., n — 1) en los puntos medios de 
estas partes. 

2182. Para las funciones dadas f(x), hallar las sumas integrales 
inferior $, y superior $, en los segmentos respectivos, dividiendo éstos 
en 7 partes iguales, si 

a) f (1) =x* [—2<x=<3); 
Do =Vx [0<x<1) 
0) f(x) =2* [0< x < 10). 

2183, Hallar la suma integral inferior para la función f(x) =x* en el 
segmento [1, 2), dividiendo este segmento en n partes, cuyas lontitudes 
formen una progresión geométrica. ¿A qué es igual el límite de esta 
suma cuando 2 —> 00? 


2184. Partiendo de la definición de integral, hallar 


Vo, +) at, 


donde Y, y £ son constantes. ' 

Calcular las integrales definidas, considerándolas como límites de las 
sumas integrales correspondientes y efectuando adecuadamente la parti- 
ción del intervalo de integración: 


1 ? 

2185. | xidx. 2187, Í sinxdx. 
—i o 

2186. ¡ adx (fa >0). 2188, $ cos 1 ff, 
e 0 


b 
2189. E (Uach. 


Índicación. Hacer ¿Y X,xj2, ti=0, L ... 0. 
b 


2190. (x"dx (0<a<b; ms+— 1), 
Indicación. Tomar los puntos de partición de tal modo que sus 
abscisas x; formen una progresión geométrica, 
b 
2191, o <a<b), 


a 
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1. LA INTEGRAL DEFINIDA COMO EL LIMITE DE UNA SUMA 


2192. Calcular la integra! de Poisson 


T 


$ In (1 —2a cos xa) dx 


D 
para: a)|a«¡<l;bijaj>!. 
Indicación. Servirse de la descomposición del polinomio a?” — 1 en 
factores cuadráticos. 


2193. Sean f(x) y p(x) funciones continuas en [a, >]. Demostrar 
que 
n—i b 


lim )/EJ)90) A =Í 110 0 (9 ax, 


max [5x| + 9/9 
donde x << ESE LALA (i=0, ll, ..., n—1) y Aq= 
— Xi A (x, =2, Lp = ) 


2193.1. Sea f (x) acotada y monótona en [O, 1], Demostrar que 


$0 a 31 (5) =0( 2): 


2193.2. Sea f(x) una función acotada y convexa por arriba (véase 
1312) en el segmento (a, b]. 
Demostrar que 


b 
0 LA SS a o (E). 


2193,3, Sea — f(x)EC”"I1, 00) =0, fí)30 
Her [L, + y 0) f'(x)30, 
Demostrar que 
S/=3/4 10) dx 00) 
á=1 y 
cuando 1 — on, 
2193,4. Sea f(EÉEC"(a, b] y 
b 


o __ ba € ba 
0,1 Fla — 2 3 (ea La. 
Hallar lim »A,. 
n 0 
2194. Comprobar que la función discontinua 
e) a 
F(x)==sgn (sin) 
es integrable en el segmento [0, 1]. 
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CAPITULO 4. INTEGRAL DEFINIDA 


2195. Comprobar que la función de Riernann 


l : E. 
AN A 


O, six es irracional 
px) = 
n 


donde m y » (n > 1) son números enteros, primos entre sí, es integrable 
en cualquier intervalo finito. 


2196. Comprobar que la función 
1 1 " 
1o=z=|3|, si xo 
y F(0)= 0, es integrable en el segmento [0, 11. 
2197. Demostrar que la función de DirichJet 
O, Six esirracional; 
200) =/ l, six es racional, 


es no integrable en cualquier intervalo, 
2198. Sea f (x) una función integrable en la, b] y 


Py Ax) = sup f(x) para x, Ex Xjá y. 
donde os 
x=a-b L (ba). f=0,1l, ..., mi a=1,2, ...) 


Demostrar que 
b 


b 
ln f(x) dx Vf dx. 


a 


2199. Demostrar que, sí la función f(x) es integrable en (a, b], 
entonces existe una sucesión de funciones continuas p, (x) (1 = l, 
2, ...) tal que 

€ Cc 
Vf (e) dx= lim Vo, (0) dx paraa=<c<ó, 


R=» 00 y 


2200. Demostrar que, si una función acotada f (x) es integrable en e) 
segmento fa, b], su valor absoluto |f (x)| también es integrable en 


fa, b], y 
ames / 
[ar VIftO laz, 
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1. LA INTEGRAL DEFINTDA COMO EL LIMITE DE UNA SUMA 


2201. Sea f(x) una función absolutamente integrable en el segmento 


[a, b], o sea, que existe la integral ' IFO0) | dx. ¿Es integrable esta 


función en [a, b]? 
Examinar el ejemplo: 


l, sí x es racional; 


1=/ _ 


l, six es irracional. 


2202. Sea f (x) una función integrable en [a, b] y A <f(x)<B para 
a<x <b, y sea p (x) una función definida y continua en el segrnento 
[4, B]. Demostrar que la función y (f (x)) es integrable en (a, >]. 


2203. Siendo las funciones f(x) y p (x) integrables. ¿Será necesaria- 
mente integrable también la función f (y (60)? 
Examinar el ejemplo: 


O, si x==0; 


19 l, si 30, 


y y () es la función de Riernann (véase el problema 2195). 


2204, Sea f (<) una función integrable en el segmento [A, B]. De- 
mostrar que la función f (x) posee la propiedad de continuidad integral, 
es decir, 


b 
¿lim $ EA — 19] 4x=0, 
donde [a, b] E [A, Bl. 


2205, Sea f (x) una función integrable en el segmento (a, 5]. Demos- 
trar que se verifica la igualdad 


la 


Y/ (e) dx==0 


a 


cuando, y sólo cuando, f (x) = O en todos los puntos de continuidad 
de la función f (x), pertenecientes al segmento [a, b]. 
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CAPITULO 4, INFEGRAL DEFINIDA 


g 2, Cálculo de integrales definidas mediante 
integrales indefinidas 


1.2 Fórmula de Newton-Leibniz*?. Si la función f (x) está definida y 
es contínua en el segmento fa, b] y F(x) es su primitiva, o sea, 
F" (x) =f (x), entonces 


b hb 
fiera =F (6) Fl) =Fix)| 


b 
La integral definida $ f(x) dx, siendo f(x) > 0, representa geomé- 


tricamente el área S de la figura limitada por la curva y =f (x), el eje Ox 
y las dos perpendiculares al eje Ox: x=a4 y x=b (fig. 9). 


VYefíz) 


Pig. 9 
2.” Fórmula de integración por partes. Si f(x), g (x) €CÚ) [a, b], 
entonces b 


b b ] 
Vie ()d=] (0) e (1) | Lamy (x) dr. 


3.” Cambio de variable, Si: 1) la función f(x) es continua en el 
segmento [a, b]; 2) la función y (1) es continua junto con su derivada 
p' (1) en el segmento [a, 8], donde a=p(a), b=yp (8); 3) la función 
compuesta f (y (£)) está definida y es continua en [a, B], entonces 

b $ 
WS dx= | HOLD) 0 dt. 


Problemas: 


Aplicando la fórmula de Newton-Leibniz, hallar las siguientes integra 
les definidas y dibujar las superficies curvilíneas correspondientes: 


2206. [Var 2207. Ñ sinxdx. 


| o 
*) También suele llamarse fórmula de Bartow, (N. del T.). 
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2, CALCULO DE INTEGRALES DEFINIDAS MEDIANTE INTEGRALES INDEFINIDAS 


en 2 


2210. | 


sh 1 


2208. 


e 


2211. PP” 
o 


1 
2209. he l ; 
=x* Xx > 
A Zara, lar (0Za<am. 
+ —) 


tx de 
2213. Vas 0<e< 1. 
o 


¡ dx 
E (al <t, UEG ab">0). 


E-3 


dx 
aalo. E sintx + b*costx (eb 40). 


2216. Explicar por qué la aplicación formal de la fórmula de 
Newton-Leibniz conduce a resultados falsos, si: 


1 Tm 1 
dx sectadx df l : 
a) 1 b) E c) E (arctg ) dx, 
—1 D | 


1 
d 1 
2217. Hallar | ( 7) dx. 
mE FEE 


10091 


2218. Hallar AÑ YT cos 2x dx. 


D 


Sirviéndose de integrales definidas, hallar los limites de las siguientes 
sumas: 


2221. lim (EE 0 bae): 


2222. lim — sin Ppstn GE a. sin A) . 


d->a ñ 
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CAPITULO 4. INTEGRAL DEFINIDA 


2223, lim HERRERA 0), 


á ] 1 2 : 
2224, lim (y il dy +2). 
Hallar 


2225. Rei de 2226. lim > $ (ae b =5 . 


Despreciando infinitésimos de orden superior, hallar los límites de las 
siguientes sumas: 


2227, lim [( +2) sine + 47) io. 
| PE] in 2. 


A 


2228, lim sin 2. Y! —2 


e 4124 cos 22 
n 
AVE RE 
2229, 1 =_———_——— (e >0) 
RAR +05 
2230, lim + A O IC 
n-> 00 n+>3 dde 
2231. Hailar: 
b 5 5 
5) sinx*dx, zS sinx? dx, 25) sinx? dx 
a á a 
2232. Hallar: 
ar el á 203 x 
a) n +£* d£; b) eE 77 Ri da $ cos (1?) di, 
2233, Hallar: 
x x Xx 
| cos.xt dy fíarctg 2) dx ($ e” dx y 
a) lim * 5 b) lim ==; c) lim — , 
Ds x ice VEF1 MES [eras 
0 
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2. CALCULO DE INTEGRALES DEFINIDAS MEDIANTE INTEGRALES INDEFINIDAS 
2233.1. Sea f(x) EC [O, + 00] y f(x) — A cuando x —= + 0. 
1 . 


Hallar lim (7 (nx) dx, 


2234. Demostrar que 


feas ar 
9 
cuando x — on, 
2235. Hallar 
alo x 
y Vigzaz 
lim E . 
opos” 
Ñ V sin x dx 
13 


2236. Sea f(x) una función positiva continua. Demostrar que la 
función 


VA ID de 
O (x) == 
AGE 
0 


es creciente para x >0. 
2237, Hallar: 


a) $ Fa dx, si f (0 =/ o o 2; 


. Paros 
E 


[ EN pa pimis<x<l, 


2238, Calcular y construir las gráficas de las integrales [=/ (0), 
considerándolas como funciones del parámetro a, si: 


1 


1 
sintx . 
2) 1 x1x—a)ax, DS l 4 2a cos x $ u? 4% 
o : a 


sin x dx 


== N === 
E y Y 1—2a cos x 4a* 
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CAPITULO 4. INTEGRAL DEFINIDA 


Aplicando la fórmula de integración por partes, hallar las siguientes 
integrales definidas: 


loz 2 
2239. | xe“*dx. 2942. | |Inxjax. 
E 
2240.. $ x sin x dx. 2243, $ AYCCOS X dx 
A vr 
2241. | x* cos x dx 2244. | carte xdr. 
v o 


Aplicando una sustitución adecuada, hallar las siguientes integrales 
definidas: 


Int 
x dx Bl = 
25 2248, ye —T és. 
. e aresin Y x 
2246. | eV dx. 2249. + Far=> L dx, 
0 sl 
0,75 
2247. $ SC IA 
o 2 AA OMA ET 


2250. Calcular la integral S: a ad, haciendo r—q=t 


2251. Explicar, por qué la sustitución formal de x por p (1) conduce 
a resuitados falsos, si: 


a) $ dx, donde t=x"; b) f Y donde +; 
1] —=1 
k de 
c) are ad add 
o 


2252, ¿Se puede hacer en la integral 
xx TA ax 
xx=sin f? 
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2. CALCULO DE INTEGRALES DEFINIDAS MEDIANTE INTEGRALES INDEFINIDAS 
t 
2253, ¿Se pueden tomar en la integral $ VIX dx por límites 
0 
z T A e 
nuevos los números T y 7 al hacer la sustitución x = sen £? 


2254. Demostrar que, si f (x) es continua en [a, b], entonces 


b 1 
fo dr=0—0) | fa + (6—a) x) dx. 
q ú 

2255. Demostrar la igualdad 


$ e fu)d 3 ' xfl) dx (a 0>0). 


1] 


2256. Sea f(x) una función continua en el segmento 
[ 4, B] > la, b]. Hallar 


b 
ZA dy para A—aZx<B—b, 


2257. Demostrar que, si f (x) es continua en [0, 1], entonces : 


T 


a) | f/f (sinx) dx V/teos Ddx; 


a *r—_— 1] 


r 


b) E (sin x) d= 5 VA sio dx. 


2258. Demostrar que, para una función F(), continua en [- l,l] se 
tiene 


5 ñ 
Do Y tad =2 1 1(9dx, 


si la función f(x) es par, y 


£ 


2 Í fa=0, 


h 
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si la función f (x) es impar. Dar una interpretación geométrica de este 
resultado. 


2259, Demostrar que una de las primitivas de una función par es una 
función impar, y que cualquier primitiva de una función impar es una 
función par. 

2260. Calcular la integral 


er 7) A 


z 


introduciendo la nueva variable 
i=x + 
= -. 


2261. Efectuar el cambio de variable sen x =f en la integral 
' Fix)cosxdx 


2262. Calcular la integral 


1 


[e=(=2)Jje 


donde r es un número natural 
2263. Hallar 


—=immi 
e 


2264. Hallar la integral 


> Fx) 
ir sido 
sl 
e EEES] 


2 x—2?) 
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2. CALCULÓ DE INTEGRALES DEFINIDAS MEDIANTE INTEGRALES INDE FINIDAS 


2265. Demostrar que, si f(x) es una función periódica continua, 
definida para — = Xx < + os y de periodo T, entonces 


apT 
y fi dr= Ue dx, 
a » 
donde a es cualquier número. 
2266. Demostrar que, para »n impar, las funciones 


Flia) = $ sin"xdx y G(x= j cos” xdx 
[5] 


D 
son periódicas, de período 25, y, para n par, cada una de estas 
funciones es la suma de una función lineal y una función periódica. 
2267. Demostrar que la función 


F(x)= $7 dx, 


donde f (x) es una función periódica continua de período T, en el caso 
general, es una sama de una función linea] y una función periódica de 
periodo T. 

Calcular las integrales 


2,11 A 7 
2268. $02—=x y” dx, 2275. Va (3 + cos x) * 
dx ds 
2269. nn S A 
E 2218. A ñ 


2270. í (nx) dx. E 
; 2277. Í sin xc sin 2x sin 3x de, 


o 


2271. | Y T=xax. 
1 pi 

2, Va 

227 ls 


A AA % 
2273. Jn VI + 3x dx, ha 
: 2280. $ shx dx. 


: x d 
2274. farcsin Vi a 


2278. $ (xsinxy dx, 


2279. $ ecos xdx, 


h 


215 


CAPITULO 4. INTEGRAL DEFINIDA 


Aplicando las fórmulas de reducción, calcular las integrales, las cuales 
dependen de un parámetro n que toma valores enteros positivos: 


2281. /,=| sin" x dx. 2284. 1, =Í (1—xY dx. 
o b 
2282. 1,=Í cos” x dx, 2285. 1 =/ 2 8 
A dd : Vi=x 
2283, 1, =Y tg" xdx, 2286. 1, =| x” (In xY dx. 


sinx—cos1119+1 
X 


ele Ñ € x+:c08x 


SfO0)=4f 0) +1, (x) es una función compleja de la variable real 
x, donde f, ()=Ref (6), A (G)=Imf(x) e i=4-— l, entonces, por 
definición: i 


ÚTizs de =V, (x) dx 4-1 Vf 1%) dí. 


Es obvio que 


Re fhixo de =1 Ref (x) dr 


im $41) áx =1 imf(x)dx, 
2288. Aplicando la fórmula de Euler 
e*=c0s + ésinx, 


comprobar que 


(n y m son enteros). 
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2. CALCULO DE INTEGRALES DEFINIDAS MEDIANTE INTEGRALES INDEFINIDAS 
2289. Comprobar que 
b dh . 
: 1 per 
$ as A 
a — ib 
a 
(a y B son constantes). 
Aplicando las fórmulas de Euler: 


l : ] ; 
c0s x= 7 (Le, sinx =2 (2% — egin, 


calcular las integrales (nm y n son números enteros positivos): 


x 
— 


* x 
2290. $ sin*” x cos” x dx. 2293. $ cos” x cos. ax dx. 
0 D 
2291, y gas dx. 2294. $ sin? x sin nx dx, 
sin 1 ; 


2000, POLEO a, 


COS Y 


Hallar las integrales (n es un número natural): 


Ss Ir 


2295. | sin?" *xcos (ap 1) xd x. 2297, Y ecos" g de. 
ES o 


T 


2296. í cos" xsinta+lxdx. 2298. $ In cos x-cos 2nx dx. 
o 


2 


2299. Aplicando varias veces la integración por partes, calcular la 


integral de Euler: B (m, n)= ' 1721 (1x7! dx, donde m y n son 


números enteros positivos. 


2300. Los polinomios de Legendre P, (x) se determinan por la 
siguiente fórmula: 


A 
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Demostrar que 


Janer oa —| 0 si mika, 


2 a 
E A 


2301. Sea f(x) una función propiamente integrable en [a, b] y F (x) 
una función ta] que F'(x)=f (x) en todo [a, b], a excepción, posibie- 
mente, de un número finito de puntos interiores e; (i= 1, ...., p) y de los 
puntos a y b, en los cuales la función F (x) tiene discontinuidades de 
1.? especie (“primitiva generalizada”). Demostrar que 


6 Pp 
Viajar =F6—0)— Fla 0) — Y [Fc 0)—Fte¡—0)) 


2302. Sea f(x) una función propiamente integrable en el segmento 
[a, b] y 


Fi) =C4 $70 0% 


a 


su integral indefinida. 


Demostrar que la función F(x) es continua y que en todos los 
puntos de continuidad de la función f (x) se verifica la igualdad 


PAS, 


¿Qué se puede afirmar respecto de la derivada de la función F (x) en los 
puntos de discontinuidad de la función f (xy? 
Examinar los ejemplos: 


2) Ma =1 li=x1 +2...) yf(x)=0 paraxk_; 
D) /(A)=SENX. 


Hallar las integrables indefinidas de las funciones acotadas disconti- 
-NUas: 


2303. | sgnxdx, 2306. Lxlr]dx  (x>0) 
2304. Í sgn (sin x) dx. 2307. f (—1)%l dx, 
2305. | [lxJdx (x>>0). 


Losi 1x1 


2308. dx, donde en, 
$10 ú e E le>£. 
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3. TEOREMAS DE LA MEDIA 


Calcular las integrales definidas de las funciones acotadas disconti- 
nuas: 


; l 
2309. | sgn(x— x") dx, 2310. | [e] ax. 
; ps 
2311. ' [+] sin E dx, 2312. j xsgn (cos x) dx, 
2% 


2313. Í In[x]dx, donde n es un número natural. 
i 
1 
2314, Ísga [sia (In )] dx. 
ó 
2315. Hallar $ cos x ¡Vsin x dx, donde £ es el conjunto de yalo- 
É 


res del segmento (0, 41] para los cuales tiene sentido la expresión 
subintegral. 


$ 3. Teoremas de la media 


1.2 Valor medio de la función. El número 


ba 


b 
mes [16 as 


se llama valor medio de la función f (x) en el segmento [a, bp]. 
Si la función f (x) es continua en (a, b], existe un punto c E (a, b) tal 
que 


M [1l=1(c). 
2.” Primer teorema de la media. Si: 1) las funciones f(x) y lx) 


están acotadas y son propiamente integrables en el segmento [a, b]; 2) 
la función y (x) no cambia de signo paraa <x <b, entonces 


b b 
$10) e () deep | p (2) dx, 


donde m<p<Mym= inf f(0),M= sup f (x)3)si, además, la 
eZr<b aZlx<bh 

función f(x) es continua en el segmento (a, b], entonces p=f (o), 

dondea<cs<b, 
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3. Segundo teorema de la media. Si: 1) las funciones f(x) y p (x) 
están acotadas y son propiamente integrables en el segmento [a, b], 2) 
la función y (x) es monótona para a <x <b, entonces 


b $ b 
$ EGO 9 6) de =p (a+-0) | F(x) ax +9 (6 —0) | f(x) dx, 
a a E 


donde a <¿<b; 3) si, además, la función p (x) es monótona decrecien- 
te ( ¡en sentido amplio! ) y no es negativa, entonces 


; . 
1/00 Pp ()dx=p (a+ 0) a) a (a <E<b); 


3') si la función y (x) es monótona creciente (¡en sentido amplio! ) 
y noes negativa, entonces 


b h 

$ lb (xd = quíb — 0) $ Findr (at b). 

a E 

Problemas: 

2316. Determinar los signos de las siguientes integrales definidas 


a) Caca c) Cad 
p) (as, d) (a nx dx, 


2317. ¿Qué integral es mayor: 


sin*xdx 0 sin? x dx? 


23m pa 
Sc-2mla 


a) 


o) Seras 0 [eao 


Cc) ecos x dx o | e cost x dx? 
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3, TEOREMAS DE LA MEDLA 


2318. Calcular los valores medios de las funciones dadas en los 
intervalos indicados: 


a) (1 =x" en [0, 1]: 
b)/ta=Y EX en (0, 100); 
Cc) (19 = 1042 sinx-L-3cosx en (0,221); 
d) f(x) =sin x sin (x + q) en [0,211, 


2319, Hallar el valor medio del radio vector focal de la elipse 
Es p 


2320. Hallar el valor medio de la velocidad de la caída libre de un 
cuerpo cuya velocidad inicial es igual a v,. 


2321. La intensidad de la corriente alterna varía según la ley 


H 


í= ¿sin (F+0) ; 


donde í¿ es la amplitud, f es el tiempo, T es el período y y es la fase 
inicial Hallar el valor medio del cuadrado de la intensidad. 


2321.1. Sea f(x) EC [0, + 00) y lim FO0)=A. Hallar 
x +0 


x 
lim zS Fo dx, 
+ * a 


Examinar el ejemplo f (x) = arctg x. 
2322. Sea 
10 4t=x7 09, 
Hallar 0, si: 


a f0=P (n>—; 
b) f(8=!Inf, 0) /(N=é. 


¿A qué son iguales lim 0y lim 6? 


x +00 


Aplicando el primer teorema de la media, acotar las integrales 
tx 1 
dx r 
2323. ' TE03cosx , 2324, $ Vi Er dx. 
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100 
9325. [A agx 
Fue 
0 


2326. Demostrar las igualdades: 


x 
es = 

a) lim Ay 37d4i=0; b) lim f slo" xdx=0, 
n +00 A ix i AS 


2326.1. Hallar: 
J bu 
; dx. : dx 
yn Li Y aa 


dondea>0,b>0yf(G)€C (0, 1]. 


2327, Sea f(x) continua en [a, b] y sea p (x) continua en (a, b] y 
derivable en (a, b), siendo 


P (x)2>0 para a<x<b, 


Demostrar el segundo teorema de la media, aplicando lá integración 
por partes y sirviéndose del primerteorema de la media. 
Sirviéndose del segundo teorema de la media, acotar las integrales: 


box 
2328. $ — ax. 


loox 


2329. $<É sin xax (a3>0; 0< ab) 
b 
2330, Úsinxtdx  (0<G<0). 


2331. Sean y (x) y y (x) funciones integrables en el segmento [a, b] 
junto con sus cuadrados. Demostrar la desigualdad de Cauchy-Buña- 
kowski 


b 


($ Pio vo dx) < $ Pp (x) dx Ñ Y (x) dx. 


-a a 
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4. INTEGRALES IMPROFPIAS 
2332. Sea f(x) una función continuamente derivable en el segmento 


[a, bl y f (a) =0. 
Demostrar la desigualdad 


[2] 
MS (b— a) 17 “bo dx, 


donde 


M= sup [f (xl. 


aZxGb 


2333. Demostrar la igualdad 


lim il 92 gy =0 P>o- 


8 4, Integrales impropias 


1. Integración impropia de las funciones. Si la función f(x) es 
propiamente integrable en cada segmento finito [a, 5], entonces, por 
definición: 


+ t 
ria ¿a nds o 


Si la función f(x) no está acotada en un entorno del punto b y es 
propiamente integrable en cada segmento la, b — 2) (> 0), erttonces se 
hace: 

b * ba 
[ltd lim $ Fugaz (2) 


Si los límites (1) o (2) existen, entonces la Integral correspondiente 
se llama convergente, en caso contrario, se llama divergente, 


2.” Criterio de Cauchy. Para la convergencia de la integral (1) es 
necesario y suficiente que, para cualquier,e >0, exista un número 
b=b(e*) tal que, para cualesquiera b'>b y b">b se verifique la 
desigualdad 


br 
foco dx | A 
y 
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El enunciado del criterio de Cauchy para la integral del tipo (2) es 
análogo, 

3.” Criterio de convergencia absoluta, Si |f (x)les impropiamente 
integrable, entonces la integral correspondiente (1) o (2) de la función 
f(x) se llama absolutamente convergente y es una integral convergente. 

Criterio de comparación 1. Sea | f(x)! <F (x) parax > a. 

+ +0 
Si $ F(x)dx es convergente, entonces la integra] Ñ f(x) dx es 


absolutamente convergente, Ñ 
Criterio de comparación II. Si y (x) >0 y p(x)=0*(Y (x)) cuando 
+ 


+00 
Xx —> +09, entonces las integrales $ wW()dx y $ Y (0) dx son si- 
a 


pr. 
multáneamente convergentes o divergentes. En particular, esto se verifi- 
ca siw (x) — Y (rx) cuando x — + on, 


Cnterio de comparación III. a) Sea 


f(=)=0* (>) cuando x-—=-+o0. 


En este caso la integral (1) es convergente si p > 1, y es divergente si 
DT 


b) Sea 


¿(x)=0* (3) cuando x—»b—( 


En este caso la integral (2) es convergente si p< l, y es divergente si 
p=>l1. 

4.” Criterio especial de convergencia. Si: 1) la función p(x) es 
monótona y tiende a cero cuando x > + oo y 2) la función f(x) tiene 
primitiva acotada 


xXx 


Fl) =Ñ EE) dE, 


a 


entonces la integral 
+0 
y Fdo (9 dx 


a 


es convergente, pero, generalmente, no es absolutamente convergente. 
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En particular, las integrales 


+00 


Ss cos£, 


2 


son convergentes sip >0, 


4. INTEGRALES IMPROPIAS 


y 15 SID ty ta > 0) 
J 


5." Valor principal en sentido de Cauchy. Si la función f(x) es tal 
que, para edad € > 0 existen las integrales propias 


a f(x) de 


f(x) az 
c+e 


ac), 


entonces, por valor principal en sentido de Cauchy (v. p.) se entiende el 


número 


Y. p. Jo dm, lim a SÍ rar+ $ Hond 


De un modo similar, 


+0 a 
Y. p 310 d= lim En Ho) dx. 


Problemas: 
Calcular las integrales: 


2334. 


2335. 


2336. 


2337. 


2338, 


2339, 


4 
1 
fin 


Ú 
hos 


4, 
Ave 


$ 


+ 05 


ES 


xdx. 


dx 


14 


Vi=a' 


dx 
a xr—2* 


dx 


— 0 


(a > 0). 


N 
co 
5 
DE 
+ 
¡je 


+ 
8 


ers 

4% 

pe 
y 


mm 

Gs 

ro. 

o 

y » 

mo a 

o 

| 
= 


B 


2343. —_=— 
VIE xdo 


> 
0 
pla. 
ad 
out e tna 
+ 
A 
a 
S 


2423 


CAPITULO 4. INTEGRAL DEFINIDA 


+0 
2346.. Í e” cos bx dx (a > 0). 
y 
+ 
2347. Y e*sinbxdx (a> 0) 
ú 
Suviéndose de las fórmulas de reducción, calcular las siguientes 
integrales impropias (1 es un número natural): 
+09 
2348. /,= j ceda, 
$ 
+ 00 ¿ 
X 
2349. fa = l (EF za Eo (ac—Ho> 0) 
— o 
+ 


2350. /,= p de 
1] 


x(epi)...(1-bn)” 


+ 


2352. /,= ' A, 
y 


] 
2351. = | Ene 


o VO=MIEx) 
Ti T 
E ER 

2353. a) f Insinxdx;  b) Í In cos x dx. 
Ñ ñ 


2354. Hallar 


V sin x 


Xx |sinx-—cosx 
B 


donde E es el conjunto de aquellos valores de x del intervalo (0, + 00) 
para los cuales tiene sentido la expresión subintegral. 
2355, Demostrar la igualdad 
y b > 
¡ Mary Har=2l ¡ HVAFIb) de, 
Ú Ú 
donde 4 >0 y b >0, suponiendo que la integral del primer miembro de 
la igualdad tiene sentido. 
2356. Se llama valor medio de la función f(x) en el intervalo 
(0, + eo) al número 


A 


MifI= dm 104 
ra-+o ¿ 
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4. INTEGRALES IMPROPIAS 


Hallar los valores medios de las siguientes funciones: 


4) f()=sin? x + cos? (x Y 2); 
c) F(09=V xsin Xx. 


b) f(x)=arctg x; 


2357. Hallar: 


1 
. f 
a) lim xl dle b) lim 
2-—U 400 
+ 
+0 
¡ rectal 
c) lim SE IA d) lim x* 
x>—ú in — x>0 


(VTFR dt 


al 


1 
Fi) 


A 


dt, 


donde a > 0 y f (1) es una función continua en el segmento (0, 1]. 
dio si son convergentes las lc 


xdx 


2358. F E: 


+m 
j dx - 
: Y Al 


t 
2360. 0 
Inx 

1 


2359. 


+w 
2361. Mi xP te=* dx, 


2362. E laz de 


+ 


2364. ¡ E dx (a 40). 


+0 
2365. Ñ DES ax, 


a x 


2366. E de (10) 
70 E 
2367, .n dx (130) 
2368. $ a 
A 
: 


dx 
2369. NOSE E 
D 


1 
pe ndx 
2370. 2 ; 
ES —x 


+ 
2370.1. 


+w 
2371. $ 


o 


1 
2372. f Dz dy, 
l—x 
o 


dx 
Vox 


dx 
xP Y? 
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1 n d 
2373. FF A de 23%, | az 
o 1 


La ed 
dx 
9375, $ PO: 


2376. Ñ G a Má AA: 


—a || —a,| 4. . ¿[x — 4, |Pn 


2376.1. | x]x—1|P dx, 


9 


+ um 
Las Ñ e dx, donde Pin (x) y Pn (x) son polinomios primos 


9 
entre sí de grados m y n, respectivamente. 
Estudiar la convergencia absoluta y condicional de Jas siguientes 
integrales: 


sin Xx 


2378, E : 


- .. 3 
Indicación. | sen x | sen? x. 


+ 
VX cos x 
2379. Vo 
0 
+0 
2380. | x”sin(xM)dx (930). 
0 
= 


2380. 1. $ sin (sec.x) dx. 


+0 
2380.2. Í x* cos (e*) dx. 
he, i 
Xx sin x 
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4, INTEGRALES IMPROPIAS 


+o Ñ 
sin (+ + -,) 
xP 


2382, de, 


2383, 7 sinx dx, 


— + e 


Pr (1) 
Pi 


donde Pi (1) y Pa (x) son polinomios enteros y Pa (x)>0,sixzB0. 
+0 
2354. Si $ fíx)dx es convergente, ¿necesariamente será 
G 
FfQ0) —> 0 cuando x — + 00? 
Examinar los ejemplos: 


+0 +0 
a) ¡ sin(rMdx,  b) y (— DA dx, 
ó ó 


2384.1. Sea f(x) = COW [xo + 009) | (0|<C cuando 
“bm 


Xg EX +oo y sea convergente $ If) [dx, Demostrar que 
F(x) — 0 cuando x — + oo, Lo 
Indicación, Examinar la integral 


+ta 
$ FOOF (9 dz, 


2385. ¿Se puede considerar la integral impropia convergente 
6 
Yo) dx 
a 


de una función no acotada f (1), definida en [a, 5], como el límite de la 
suma integral correspondiente 


n—1I 


2 FED Ax, 


donde x¡ SE <Xi1 Y AX =Xj4, — xp? 
2386. Supongamos que la integra] 
+0 
WIDTE (0 


es convergente y que la función y (x) está acotada. 
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¿Necesariamente será convergente la integral 
+0 
SF) P(0 dx? | () 
(44 


Poner un ejemplo correspondiente. 
¿Qué se puede afirmar respecto de la convergencia de la integral (2), 
si la integral (3) es absolutamente convergente? 
la] 


2387. Demostrar que, si | f(x)dx es convergente y f (x) es una 


a 
se . ] 
función monótona, entonces f (x) =0 (E) . 


2388, Sea f(x) una función monótona en el intervalo 0 < x < 1 que 
no está acotada en un entomo del punto x = (0. 
Demostrar que, si existe 


(6) dx, 


Ú 


entonces 


2389. Demostrar que, si la función f (x) es monótona en el intervalo 
O<x<a y existe 


a 


p xx) dx, 
% 


entonces 


lim «Pf (x)=0. 
ro +0 


2390, Comprobar que 


l +0 
dí 
a) Y. Pp. ( a 0; b) V, Pp. | Ia=0 


1 
e 
e 
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5. CALCULO DE AREAS 


2391. Demostrar que, para x > 0, existe 
4 dE 
ES 18 
1L=v. p. ' ln E” 
Ú 


Hallar las siguientes integrales: 


+0 de +00 ' 

2392 vpo A 2394, v p. A a 
0 —0 
2 ds 

2393. v. p. | A 2395. v. p. ¡ arctg x de. 
7 —00 


S 5, Cálculo de áreas 


1.” El área en coordenadas cartesianas. El área S de la figura plana 
A14,8,8, (fig. 10), de la figura limitada por dos curvas continuas 
y =Y+ (x) € y=Y2 (2) 0 (2) >»1 (0) y por las rectas x=a y x=b 
(a <b), es igual a 


S= 4 [Y (x) — Y (0) dx. 


Ak e 


2.” Área de una figura limitada por una curva dada en forma 
paramétrica. Si x=x (8), »=y (1) (0<!t< T) són las ecuaciones para- 
métricas de una curva simple cerrada C, lisa a trozos, recorrida en 


A, By YY 
pa Y=y, (1) 
, 


Án 
4 


Yl 


Fig. 10. Fig. 11. 


sentido contramo al del movimiento de las agujas de un reloj, y que 
limita a su izquierda una figura de área S (fig. 11), se tiene 
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T y 
sl yy (t) dt = Vi y (1) dt, 
y también ? : 


T 
S=3 Ñ [O Y (0 —x (Du(1)) e. 


3.2 El área en coordenadas polares. El área S del sector 04B (fig. 
12) limitado por una curva continua r=r (pp) y por dos semirrectas 


Fig. 12, Fig. 13. 
p=a y p=PB(a<B), es igual a 


8 
] 
S=>3 | r'(9) 49. 


Problemas: 
2396, Demostrar que el área de un segmento parabólico recto €s 
igual a 


$=5 bh, 
donde bh es la base y % es la altura del segmento (fig. 13). 
Hallar las áreas de las figuras limitadas por las curvas dadas en 
coordenadas cartesianas”?, 
2397, ax=y", ay=—x'. 
2398. y=x, x+y=2. 
2399, y=2x—x”, xy=0, 
2400. y=]|lgx|, y=0, x=0,1, x=10. 
2400.1. y=2*, y =2, x==0. 
2400.2. y=(x +1, x—siniy, y=0 (0< y < 1. 
2401. y =x; y=x-Lsin'x ESLELIA 


2402. y= y==0. 


a? 
en 


*) En éste y en los siguientes párrafos del esp. TY todos los parámetros se consideran 
positivos 
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5. CALCULO DE AREAS 


y 
2403. E 4 L£=1. 


2404. y =x (a — 0%, 

2405. y" =2px, 27py*—=38 (x — py. 

2405. dde =1 (470, AC—B">0). 
2407, y” == (cisoide), x = 24. 


2408. x=e la A y=0 (tractriz). 


2 e 
2410. y=e"*|sinx], y=0 (x>0). 


o ¿En qué razón divide la parábola y? =2x el área del círculo 
x = 8? 
412. Expresar las coordenadas del punto M (x, y) de la hipérbola 
—y*=1 en función del área del sector hiperbólico S=0M'M, 
a por el arco de hipérbola M'M y por los dos rayos OM y OM”, 
donde M' (x, — y) es el punto simétrico a M respecto del eje Ox. 


Hallar las áreas de las figuras limitadas por curvas dadas en forma 
paramétrica. 


Al x= (b—sint), y=a(l—cosf (0<!t<2x) (cicloide) 
e y=0, 

2414, x=2f, y=2f —f”, 

2415. x=a(cost-pisint),  y—a(sint—fcosf  (0=<t< 21m) 
(desarrollo del círculo) y x=a, y <0, 

2416. x=2(2cost—cos 21), y=a(2sini—sin 2f£). 

2 q 

2417. «== cost t, y =Fsim tc? =at—b?) (evoluta de la elipse). 
a sintt . 
2+sinf" 


2417.1. x=acost, y= 


Hallar las áreas de las figuras limitadas por las curvas dadas en 
coordenadas polares: 


"2418, r?=a* cos 2q (lemniscata). 
2419. r=a(1+4<cos q) (cardioide). 
2420. r=asin 3p (rosa de tres pétalos). 


2421. 7 (parábola), p=%, p=3. 


]— ss P 
2422. =p (0<e< 1) (elipse). 
2422.1. r=3+2c05q. 
l A Ed 
24222 r= ri == (0<p <<). 
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2423. r=acosp, 7 =a(cos p-Hsio q.) (1 (5. 0) es). 


2424. Hallar el área del sector limitado por la curva 


p=r arctg r 
y por dos rayosP=0 y p= E: 
2424.1. Hallar el área de la figura limitada por la curva 
pr —|- q* = l. 


2424.2, Hallar el área de la figura limitada por un pétalo de la curva 
p==sin (ar) (0=<r< 1) 
2424.3. Hallar el área de la figura limitada por las líneas 
p=4r—fF?, p=0. 
2424.4, Hallar el área de la figura limitada por las líneas 
P="—sSinf, Qq=1A 


2425. Hallar el área de la figura limitada por la curva cerrada 


_ 2at al 
tSlaa PETER 


Pasando a coordenadas polares, hallar las áreas de las figuras limitadas 
por las curvas: 

2426. 4-9 —3axy (folium de Descartes). 

2427. 44- ya? (124 y?), 

2428, (x* 4 y3)=20*%xy (Jemniscata). 


Reduciendo las ecuaciones a la forma paramétrica, hallar las áreas de 
las figuras limitadas por las curvas: 


2 2 2 
2429. x3+4y3=a7 (astrojde). 
2430, 4 y=ax?y. 


Indicación. Hacer y =1x. 
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6. CALCULO DE LONGITUDES DE ARCOS 


$ 6. Cálculo de longitudes de arcos 


1." Longitud de un arco en coordenadas cartesianas. La longitud del 
arco de un segmento de una curva lisa (con derivada continua) 


I=y (1) (a = 1 < 6) 
es igual a 
5 
s=| Vl+ty? dx. 
a 
2.” Longitud del arco de una curva dada en forma paramétrica. Si la 
curva € viene dada por las ecuaciones 


LEX. y=3 (0 (MS<!I<T), 


donde x (2), y (1) ECU [£y, T), la longitud del arco de la curva Ces 
igual a 


r 
s= $ VD tymalr. 
f, 
3.” Longitud de un arco en coordenadas polares. Si 
=r($) (a<p<=f), 


donde r' (p) ECU? [«, 8], la longitud del arco del segmento correspon- 
diente de la curva es igual a 


9 
| VU MPE) de. 
a 
Las longitudes de los arcos de las curvas alabeadas se verán en el cap. 
1L 


Problemas: 
Hallar las longitudes de los arcos de las siguientes curvas: 


3 
2431. y=x? (0<x<4), 2432, Y=2px (0<x=<x). 
2433. y=ach - (desde el punto A (0, a) hasta el punto 5 (b, A). 
2434, y=e* (0<x<>x0) 
2438. r=y9—Liny U<y<e). 


2436. y=alaL— (0<x<b<a) 


al— y? 
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2437. y=1nc0s x (o <xr<e<3). 


2438. x=a NAS (0Zb<y<0). 


3 
2439, == (0x3 0). 
e e = 
2440. x* + y? =a* (astroide) 
2 
2441. =2 cos? f, y=£ sin*t, a*—b* (evoluta de la elipse). 


2442, x=cos*f,  yo=sintf£, 

2443. xa=alf—sinf, y=a(l —cost) (0=<f< 21). 

2444, x=aicosi—+(£sinf), y=a(sini—icos f) para0<1!<7r 
(desarrollo de la circunferencia). 

2445. xa lshi—fH, y=a(hi—1) (0<t(<7), 

2445.1. x=cHP' 1, y=sb1 (0=<1=< 7). 

2446. r=aq (espiral de Arquímedes) para 0 <p < 27. 

2447, r=ae*"* (m">0) para0<r<a. 

2448. r=a(l 4 cos q). 

p n 


2450. r=—a sin” - ; 


2451. 1/=0at? (0<p<?m. 


2452, o=3(1+2) (1<r<3). 


2452.11. p=Vr (0<r<5). 


2452.2. q = E de (U<r<R) 
0 


24523. 7=14 cost, p=i=tg7 ((<t<T<a. 


2453. Demostrar que la longitud del arco de la elipse 


x=acost, y=bsinf 


es igual a la longitud de una onda de la sinusoide y=csinH, donde 


£= Va E bp”, 
2454. La parábola 4ay =x?* rueda sobre el eje Ox. Demostrar que el 
foco de la parábola describe una catenaria. 
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7. CALCULO DE VOLUMENES 


2455. Hallar la razón del área de la figura limitada por el lazo de la 
curva 


y=i (3. V2 


el área del círculo, si la longitud de la circunferencia es igual a la 
lonsitud del contorno de esta curva. 


8 7. Cálculo de volúmenes 


1.2 Volumen de un cuerpo cuando se conocen las secciones transver- 
sales. Si existe el volumen Y de un cuerpo y S=S (x) (a <x X b) es el 
área de la sección del cuerpo por un plano perpendicular al eje Ox en el 
punto x, entonces 


b 
v=Í SH) dx. 


2 


2.2? Volumen de un cuerpo de revolución. El volumen de un cuerpo 
formado por la rotación alrededor del eje Ox del trapecio mixtilíneo 


asx<b, 0<y<y lx), 


donde y (x) es una función uniforme y continua, es igual a 
b 
V¿=5 | y ix) de. 
a 


En el caso más general, el volumen del anillo formado por la rotación 
alrededor del eje Ox de la figura a <x <b, y, (x) <y < y2 (x), donde 
y. (de y, (x) son funciones no negativas continuas, es igual a 


l:] 
V=x $ [sl (0) — dl (x)] dz, 


Problemas: 


2456. Hallar el volumen de una buhardilla cuya base es un rectángu- 
lo de lados a y b, la arista superior es igual ac, y la altura es igual a A. 


2457. Hallar el volumen de un obelisco cuyas bases paralelas son 
rectángulos con los lados 4, B y a, b, y.la altura es igual a A. 


2458. Hallar el volumen de un cono truncado cuyas bases son elipses 
de semiejes A, B y a, b, y la altura es igual a A. 
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2459, Hallar el volumen de un paraboloide de revolución cuya base 
es £ y la altura es igual a Y, 


2460. Supongamos que el área S=S (x) de la sección transversal de 
un cuerpo, efectuada perpendicularmente al eje Ox, varía según la ley 
cuadrática: 


S (x)=Ax* + Bx YC [a <x<b), 


donde 4, £ y € son constantes. 
Demostrar que el volumen de este cuerpo es igual á 


v=4 ¡Sas (22) +0), 


donde A =b-— a (fórmula de Simpson). 


2461, Un cuerpo representa el conjunto de puntos M (x, », 7), dor 
de 0O<z<l, siendo Ó<x<1l, O<y<l si 2 es racional, y 
=1%x<0,- 1<y<0O0 si 2 es irracional. Demostrar que no existe el 
volumen de este cuerpo, a pesar de que la integral correspondiente 


sí ar= L, 


Hallar los volúmenes” de los cuerpos limitados por las siguientes 
superficies 


y IN e e 7 

2462. a +Fpa=l, e == 
1 

2463. AS (elipsoide), 
2464, EL E-E=1, 2=40. 
2460. dro, PH+zo=e”. 
2466. Ey zr—ea0, ib yimax, 
2467. 2=b(a—x), 4 y ax. 
2468. E4L=1 (0<:<a) 
2469. x+fy+Y20=1, x=0, y=0, 2=0, 
IS is E A RA 


2471. Demostrar que el volumen del cuerpo engendrado por la 
rotación alrededor del eje Oy de la figura 


aS<x<0, 0<yY< y (x), 
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donde y (x) es una función uniforme y continua, es igual a 


b 


V = 2) xy (x) dx. 


y 
jad 

Hallar los volúmenes de los cuerpos limitados por las superficies 
obtenidas en la rotación de las siguientes líneas: 

2472. y=0(5) W<x=<a) sen tomo del eje Ox (superficie de 
NeiD). 

2473. y=2x—x*, y=0: a) en tomo del eje Ox; b) en torno del 
eje Oy, 

2474, y=sinx, y=0 (0<x=<mnm)v ¡aj en torno del eje Ox; b) en 
torno del eje Oy. 


2475. y=0(E). y=b|Z|: ¿a) en tomo del eje Ox; b) en tomo 


del eje Oy. 

2476. y=e*, y=0 (0<x< + o): a) en tomo del eje Ox; b) en 
torno del eje Oy. 

2477. 4 +(y— ob =e” (0< a< by en torno del eje Ox, 

2478. x* — xy y? =0a* en tomo del eje Ox. 

2479. y=e* Vsinx (0<x< 3-00) en torno del eje Ox. 

2480. x—alt—sinf), y=afl —cosft) (0<t<?2m, .y=0: 
a) en torno del eje Ox; b) en tomo del eje Oy; c) en torno de la recta 
yJ=E “a 

2481. x=asin"t, y=bc0s"1 (0<1t<2x): a) en torno del eje Ox; 
b) en tomo del eje Oy. 


2481.1. Hallar el volumen del cuerpo engendrado por la rotación de 
la superficie del lazo de la curva 


r=2U=P, y=44—f 


en torno: a) del eje Ox; b) del eje Oy. 


2482. Demostrar que el volumen dei cuerpo engendrado por la 
rotación de la figura 


O<as<p<B<HR, 0<Tr<r(p) 
(w y r son coordenadas polares) alrededor del eje polar, es igual a 
3 
Zn 


V= 7] r* (q) sin p do. 
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Hallar los volúmenes de los cuerpos engendrados por la rotación de 
las figuras, dadas en coordenadas polares: 

2483. r=a (1 +co05 p) (0 <p < 27); a) en tomo del eje polar; b) en 
torno de la recta rcosyp= E 

2484. (x? + y?) =4? (x? — y?): a) en torno del eje Ox; b) en 
torno del eje OY; c) en torno de la recta y =x. 

Indicación. Pasar a coordenadas polares. 


2484.1. Haltar el volumen del cuerpo engendrado por la rotación de 
la figura limitada por una semiespira de la espiral de Arquímedes 
r=ap (a >0;0<p4<ma), 


en torno del eje polar. 
2484.2. Hallar el volumen del cuerpo engendrado por la rotación de 

la figura limitada por las líneas: 
q=w, p= 


T, 


en torno del eje polar. 
2485. Hallar el volumen del cuerpo engendrado por la rotación de la 
superficie 


asr<0V 2 sin 24 


en torno del eje polar. 


8 8. Cálculo de áreas de superficies de revolución 


El área de la superficie engendrada al girar una curva lisa AB alrede- 
dor del eje Ox, es igual a 


RB 
P=2x Y lulas, 
Á 


donde ds es la diferencial de arco. 


Problemas: 
Hallar las áreas de las superficies engendradas al girar las siguientes 
curvas 


2486. y=x Y E (0<x=<a) en torno del eje Ox. 


2487. y=acos ze (x <bh) en torno del eje Ox. 
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4 
2489, y? =2px (0 <= x < xp): a) en tomo del eje Ox; b) en torno del 


2488. y=tg x (o E z) en torno del eje Ox. 


eje Oy. 
2490, z - L= 1(0<6=<a): a) en torno del eje Ox; b) en torno del 


eje Oy. 
2491. xi4-(y—bP =a* (6 => a) en torno del eje Ox. 
2 2 2 
2492. x3 4 y da? en tomo del eje Ox. 
2493. y=acHí ( 
eje Oy, 


x[<6): a) en torno del eje Ox; b)en torno del 


2494, Ha ln AV PL Va?—y* en tomo del eje Ox. 
2495. ,x—=a(t—sint) y=a(l—cost) (0=t< 21) a) en torno 
del eje Ox; b) en tomo del eje Oy: c) en torno de la recta y = 2a. 
2496. x=acos* f, y=asinf en torno de la recta y=>x 
2497. r=a(l4cosqp) en tomo del eje polar, 
2498. r?=a*cos2q: a) en tomo del eje polar; b) en tomo del eje 


mn. : A El 
P=3 50) en torno del eje, p= 7: 


2499. Un cuerpo está engendrado por la rotación alrededor del eje 
Ox de la figura limitada por la parábola ay=a? — x?2 y el eje Ox, Hallar 
la razón del área de la superficie del cuerpo de revolución al área de la 
superficie de una bola de igual volumen. 


2500. La figura limitada por la parábola y? = 2px y la recta x=% 
gira en tomo de la recta y =p. Hallar el volumen y el área de la 
superficie del cuerpo de revolución. 


$ 9. Cálculo de momentos. Coordenadas del centro de gravedad 


1. Momentos. Si, en el plano Oxy, una masa M de densidad 
p=p (y) ocupa todo un continuo acotado $ (una línea, una región 
plana) y w= w (y) es la medida correspondiente (la longitud del arco, 
el área) de la parte de la región cuyas ordenadas no son superiores a 
Y, Entonces, se llama k-ésimo momento de la masa M respecto del eje 
Ox al número 

fi 


Me= lim p (yy do (y) =| py do (y) (f£=0, 1,2, ..). 
] a 


max Ay, 0 


Como casos particulares, obtenemos, para k =0 la masa M, para k= 1] 
el momento estático, para k= 2 el momento de inercia. 
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De un modo similar se definen Jos momentos de la masa respecto de 


los planos coordenados. 

Si p = 1, el momento correspondiente se llama geométrico (momento 
de una línea, de una figura plana, de un cuerpo, etc.). 

2." Centro de gravedad. Las coordenadas (Xp, Yo) del centro de 
gravedad de una figura plana homogénea de área S se determinan por las 
fórmulas 


donde MY? M4? son los momentos estáticos geométricos de la figura 
respecto de los ejes Oy y Ox. 


Problemas: 


2501. Hallar el momento estático y el momento de inercia del arco 
de una semicircunferencia de radio a, respecto del diámetro que pasa 
por los extremos de este arco. 


2501.1. Hallar el momento estático del arco de la parábola 


y'=2px (Ox < $) 


respecto de la recta x= : 


2502. Hallar el momento estático y el momento de inercia de una 
placa triangular homogénea de base hb y altura /, respecto de la base 


Hallar los momentos de inercia £, = ME? e l, = MS? respecto de 
los ejes Ox y Oy del segmento parabólico, limitado por las curvas 
ay=lax—x* (a7>0) e y=0, 
¿A qué son iguales los radios de inercia r, y "y, es decir, las magnitudes 
definidas por las relaciones 
L¿=SFi Í, Sr, 


donde 5 es el área del segmento? 
2503. Hallar los momentos de inercia de una placa elíptica homogé- 
nea de semiejesa y b, respecto de sus ejes principales (p = 1). 


2504, Hallar el momento estático y el momento de inercia de un 
cono circular homogéneo de radio de la base r y de la altura A, respecto 
del plano de la base de este cono (p = 1). 

2504.1. Hallar el momento de inercia de una bola homogénea de 
radio KR y masa M respecto de su diámetro, 
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2505. Demostrar el primer teorema de Guidin: el área de la superfi- 
cie engendrada por la rotación de un arco plano C alrededor de un eje, 
que no se corta con la superficie y que está situado en el mismo plano 
que el arco, es igual a la longitud de este arco, multiplicado por la 
longitud de la circunferencia que describe el centro de gravedad del arco 


2506. Demostrar el segundo teorema de Guldin: el volumen del 
cuerpo engendrado por la rotación de una figura plana S alrededor de 
un eje, que no se corta con la figura y que está situado en el mismo 
plano que la figura, es igual al producto del área S de dicha figura por la 
longitud de la circunferencia que describe el centro de gravedad de la 
figura. 

2507, Determinar las coordenadas del centro de gravedad del arco 
circular: x=4 cos p, y=asenp (lp | <a <m). 

2508. Determinar las coordenadas del centro de gravedad de la 
región limitada por los paraboloides: ax =y?, ay =x? (a > 0). 

2509. Determinar las coordenadas del centro de gravedad de la 


2 3 
región Ea <l(0<x <a 0< y <b). 


2510. Hallar el centro de gravedad de un hemisferio homogéneo de 
radio a, 

2511. Determinar las coordenadas del centro de gravedad C (Po. Fo) 
del arco OP de la espiral logarítmica r=ae”* (m > 0) desde el punto 
0 (— es, 0) hasta el punto P (p, r). ¿Qué curva describe el punto Cen el 
movimiento del punto P? 


2512. Determinar las coordenadas del centro de gravedad de la 
región limitada por la curva r=a (1 + cos y). 


2513. Determinar las coordenadas del centro de gravedad de la 
región limitada por el primer arco de la cicloide x=au (f-— sen £) 
y=4a(1-costH(0<!<27) y el eje Ox. 


2514. Determinar las coordenadas del centro de gravedad del cuerpo 
engendrado por la rotación de la figura 0 <x <a; y? < 2px alrededor 
del eje Ox. 


2515. Determinar las coordenadas del centro de gravedad del hemis- 
feriox? + y? + 2? =4? (z >0). 
$ 10. Problemas de mecánica y física 


Formar las sumas integrales correspondientes y una vez hallados sus 
límites, resolver los siguientes problemas: 


2516. Hallar la masa de una varilla de longitud ¿/=10m, si la 
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densidad lineal de la misma varía según la ley 6 = 6 + 0,3x kg/m donde 
x es Ja distancia desde uno de los extremos de la varilla. 

2517. ¿Qué trabajo es necesario realizar para elevar un cuerpo de 
masa m a la altura A de la superficie de la Tierra, cuyo radio es igual a 
R?Y ¿A qué será igual este trabajo si el cuerpo se eleva al infinito? 

2518. ¿Qué trabajo 'es necesario realizar para alargar lÓcm un 
resorte elástico, si la fuerza de 1 kg alarga este resorte 1 em? 

Indicación. Aplicar la ley de Hooke, 

2519, Un cilindro de 20 cm de diámetro y 80 cin de longitud está 
lleno de vapor bajo la presión de 10 kg/cm?. ¿Qué trabajo es necesario 
realizar para disminuir dos veces el volumen del vapor, suponiendo que 
la temperatura del mismo permanece constante? 

2520. Determinar la fuerza de la presión del agua sobre una pared 
vertical que tiene la forma de un semicírculo de radio a, cuyo diámetro 
está situado en la superficie del agua. 

2521. Determinar la fuerza de la presión del agua sobre una pared 
vertical que tiene la forma de un trapecio, cuya base inferior 4 =10 m, 
la base superior b=6 m y la altura h= 5 m, si el nivel de sumersión de 
la base inferior e = 20 m. 

Formando las ecuaciones diferenciales, resolver los siguientes proble- 
mas: 


2522, La velocidad de un punto varía según la ley: 
v=w,+at. 
¿Qué trayecto recorrerá este punto en el intervalo de tiempo [0, 7]? 

2523, Una bola homogénea de radio R y densidad $ gira alrededor 
de su diámetro con una velocidad angular w. Determinar la energía 
cinética de la bola. 

2524. ¿Con qué fuerza atrae una recta material infinita de densidad 
lineal constante pg 2 un punto material de masa +, situado a la 
distancia a de esta recta? 

2525. Determinar la fuerza con que atrae una placa redonda de radio 
a y de densidad superficial constante 5/ a un punto material P de masa 
m, situado en la perpendicular al plano de la placa, que pasa por su 
centro O a la distancia mínima PO, igual a b. 

2526. Según da ley de Torricelli, la velocidad con que sale un líquido 
de una vasija es igual a 

v=«cVY 22%, 


donde g es la aceleración de la fuerza de gravedad, h es la altura del 
líquido sobre el orificio y c = 0,6 es el coeficiente experimental. 
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¿En cuánto tiempo se vaciará un tonel cilíndrico vertical, lleno hasta 
armiba, de diámetro D=1 m y altura A=2 m, si el orificio redondo en 
el fondo tiene un diámetro d =1 cm? 


2527. ¿Qué forma tiene que tener una vasija, que representa un 
cuerpo de revolución, para que el descenso del nivel del líquido durante 
el derramamiento del mismo sea uniforme? 


2528, La velocidad de desintegración del radio en cada momento es 
proporcional a su cantidad existente. Hallar la ley de desintegración del 
radio, si en el momento inicial ¿=0 había Q¿ gramos de radio y 
durante el tiempo 7 = 1600 años esta cantidad disminuirá dos veces. 


2529. Para el caso de un proceso de segundo orden, la velocidad de 
una reacción química que transforma la sustancia A en la sustancia B, es 
proporcional al producto de las concentraciones de estas sustancias. 
¿Qué tanto por ciento de la sustancia £ habrá en una vasija dentro de 
t=1 hora, si para ¿=0 minutos había 20% de la sustancia B y para 
t= 15 minutos había ya 80 %? 


2530, Según la ley de Hooke, la dilatación relativa s de una barra es 
proporcional a la intensidad de la fuerza o en la sección transversal 
correspondiente, o sea, 


ta 


donde E es el módulo de Young, 

Determinar la dilatación de una barra pesada de forma cónica, , fijada 
a la base y con el vértice invertido hacia abajo, si el radio de la base es 
igual aR, la altura del cono es A y el peso específico es ry. 


8 11. Cálculo aproximado de integrales definidas 


1.2 Fórmula de los rectángulos. Si la función y = y (x) es continua y 
derivable un número suficiente de veces en un segmento cerrado [a, b) y 


pS xa=a+Hrhi(i=0, 1,....). y =Y1%), 
se tiene b 
Fuera =k gogo) A Ro 
a 
donde 


(b — a)h 
2 
” Fórmula de los trapecios. Con las mismas notaciones, se tiene: 


R¿= YI).  (a<E<b) 


Vai dr = e ny ) +2. 
b 
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donde 

Ra= Erin astros» 
: 3." Fórmula parabólica (fórmula de Simpson). Haciendo n= 2k, se 
iene: 


h E 
a A 


donde 42H bd Rp 


pS sm : 
Ry == ÉZDE p ) (MazE =D) 
Problemas: 
2531. Aplicando la fórmula de los rectángulos (n= 12), calcular 
aproximadamente 
Úx sin x dx 


0 


y cormparar el resultado con la respuesta exacta. 
Sirviéndose de la fórmula de los trapecios, calcular las integrales y 


acotar los errores, si: 


; = 
2535. Vzax la= 4). 2537, Fax (n=10). 
1 0 


2536, (VW IF cos x dx (16). 2538, ás (n= 6). 
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2539. Tomando » = 10, calcular la constante de Katalan 
G =1 TEL dx, 


2540. Sirviendose de lá fórmula 


J 
E 
4 Jia” 
D 


calcular el número r con una exactitud hasta 107 $. 
2541. Calcular 


1 


$ e“ dx 


con una exactitud hasta 0,001. 


2542. Calcular f (e* — 1) In - dx con una exactitud hasta 107 ?, 


0 
2543. Calcular con exactitud hasta 0,001 la integral de probabilidad 


+ 
$ ec*dr. 


2544. Hallar aproximadamente la longitud de la elipse cuyos se- 
miejesson 4=10 y b=6. 


2545. Construir por puntos la gráfica de la función 


P sin 
¡=P at 0: <7m, 


tomando 


xr 
br= =p. 
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Capítulo 5 SERIES 


3 1. Series numéricas. Criterios de convergencia de las 
series de términos de signo constante 


1.2 Conceptos generales. Una serie numérica 
0 
A A (1) 
n==t 
se Jlama convergente, si existe 


lim S,=S (suma de la serie), 
n—o> 


donde Sh =4, +43 +... +4,. En caso contrario, la serie (1) se llama 
divergente. 

2.” Criterio de Cauchy. Para la convergencia de la serie (1) es 
necesario y suficiente que, para cualquier e >> 0 exista un número 
N=N (e) tal que para n >N y p > 0 se verifique la desigualdad 


nte 
|Sa+p— Sal =| xy al <s, 
i=n+át 
En particular, si la serie es convergente, se tiene 


n>+w 


3. Criterio de comparación 1 Supongamos que, además de la serie 
(1), se tiene la serie 


A A (2) 
Si, paran >Hnp, se verifica la desigualdad 


0<t,.,=0, 


entonces, 1) de la convergencia de la serie (2) se deduce la convergencia 
de la serie (1); 2) de la divergencia de la serie (1) se deduce la 
divergencia de la serie (2). 
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En particular, si 47 — by para n —> eo, las series de términos positivos 
(1D) y Q) son convergentes o divergentes simultáneamente, 


42 Criterio de comparación Il. Si 
* ! x 
A, =0 (>) », 
entonces, a) si p >] la serie (1) es convergente y b) si p<l, es 


divergente. 
5. Criterio de D'Alembert. Si 4, >0(1=1, A 1 


lim tg 
n>w O, ¿ 


entonces, a) si q < 1 la serie (1) es convergente y b) si q > l, es 
divergente, 


6. Criterio de Cauchy, Si 4, >0(n=1,2,..) y 
lim Y On = Y, 
ñn +0 
entonces, a) si q <1 la serie (1) es convergente y b) si q > 1, es 


divergente. 
7.2 Criterio de Raabe. Si 4, >0(n=1,2,...) y 


lím n la -1)=», 


data 


entonces, a) si p>l la serie (1) es convergente y b) si p<l, es 
divergente, 


8. Criterio de Gauss. Si a, >0(n=3,2,...) y 


E Pan 
Y ñ + 


donde 18, |<C y £>0, entonces, a)si A > ] la serie (1) es convergen- 
te y b)A<1, es divergente; c) si A= 1 la serie (1) es convergente para 
1 > l y es divergente para u <.]. 


9.” Criterio integral de Cauchy. Si f(x) (x > 0) es una función no 
negativa y no creciente, la serie 


Y / (1) 


n=1 


») El significado del símbolo O* véase en el cap. 1, 8 6, 1.2 
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es convergente o divergente simultáneamente con la integral 


+ 
$ Eto dx. 


Problemas: 


Demostrar directamente la convergencia de las siguientes series y 
hallar sus sumas: 


JN a 
a E im 


2547. Gt) Hr) lt). 
2548. 7d o. 
2550. tato taa + 


2551. a) gsina+ 9 sinla +... sinnath...; 
b) g cosa 9 %eos20+.. og cosm+t... tal <n. 


2552. 2 Va 2—2Y2 14m. 


00 
2553, Averiguar la convergencia de la serie Y sen nx. 
R=1 


Indicación. Comprobar que para x + kx (k es un entero) es imposible 
que sea sinrx — 0 cuando n — oo, 


19 
2554. Demostrar que, si la serie  D) 2, €s convergente, entonces la 
serie Ae 
(es) Pri? 


2 As donde AL= 2 2; p,=1, PA ds 


p.p=1 í=Pn 


obtenida como resultado de la agrupación de los términos de la sene 
dada sin infringir el orden que siguen, también es convergente y tiene la 
misma suma. Lo recíproco no es justo; exponer un ejemplo, 


an 
2555. Demostrar que, si los términos de la serie Y a, son positi- 
*==1 


00 
vos y la serie D; An, obtenida por agrupación de los términos de esta 
rn=1 


serie, es convergente, entonces la serie dada también es convergente. 
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Estudiar la convergencia de las siguientes series: 
2556. 1— 14 1—1+41—1>+... 
2557, 0,001 4- 0,001 + 0,001-b-.. 


25588 That bt+... 
A A 
2560, tanta barre. 
A 

2562, A e 

2563, tratar rat 


1 l qe 1 
A OA o iS 


2565. Demostrar que una serie de números, que son recíprocos a los 
términos de una progresión aritmética, es divergente. 
he] 


0 
2566, Demostrar que, si las series »> Gn (A) y 2 Ba (8) son 


n= 


[12] 
convergentes y 4, <C4 <db, (n=1, 2,...), entonces la serie »; Ej 
n=i1 


(C) también es convergente. ¿Qué se puede afirmar respecto de la 
convergencia de la serie (€) sí las series (4) y (B) son divergentes? 
2567, Sean dadas dos series divergentes 
o [++] 
20, y 208, 
n=1 n=i 


de términos no negativos. 
¿Qué se puede afirmar respecto de la convergencia de las series: 


2) Y min(a,, 5,) y b) Yimaxíe,, 6,9 


n=l ”n=1 
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co 
2568. Demostrar que, si la serie Y, a, (a, >0) es convergente, 


n=+' 


=> 
entonces la serie > ah también lo es. Lo recíproco no es justo; 


n=1 


poner ejemplos. 


2569. Demostrar que, si las series ») a y SN 0, 


A=1| n=3 
gentes, entonces también lo son las series 


a. [ea] 


bl De o A, 


nM==i n= Az=z4 


2570. Demostrar que, si 


lim na,—03+0, 
no 


ra] 
entonces la serie > a, es divergente. 
n=1 
rl 
2571. Demostrar que, si la serie Y) 


h=i 
decrecientes, es convergente, entonces 
lim ne, =V0. 


do» 


0 
2572. ¿Será convergente la serie SL 


nR=1 


0 Ls “— AA e) ==0 


parap=1,2,3,...? 


son conver- 


Gn de términos positivos 


Aplicando el criterio de Cauchy, demostrar la convergencia de las 


siguientes series: 
2573. 0, TH br la, 1 < 10). 
in 2 j 
2574. AA EA 


cos 1 — Cos 2x cos 2x — cos 3x 
NR 


2975. 


n 


od 8 de al 
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COS Y cos at pe 
E 


Indicación. Aplicar la desigualdad 


ARA 


1 


Aplicando los criterios de comparación de, D'Alembert o Cauchy, es- 
tudiar la convergencia de las series: 


a 
2577. 1433 btt 4... 


E Er trat SE +: ss 


Aplicando los criterios de comparación de D'Alembert o Cauchy, 
estudiar la convergencia de las series: 


1000* 1000? 007 En 


2578. - + E E 
o579, CL EE. + am 
2580. ÓN 
258L. a) At 

p) EN 9,2 e 
2582. Hey O o, 


a q00 1900+ 1001 - 1002 
2583. E AS 


2584. CN 

o E e and 
2585. ¿(V2-YD(V2-Y2...(Y23— Y 2). 
25851. Y a, 


254 


AA 


1, SERIES NUMERICAS. CR. DE CONV, DE LA3 SERIES DE TER. DE SIGNO CONSTANTE 


donde 


(m es un número natural). 


uT ñ Ñ 
2585.2. Y me ]] 5% 


a) +Hxi+cos*fa* 


o 8 pe n-1 

2586. $ E 2589. Y ——— 5. 
a +>) A=1 PS ES 
po O 

[5.2] 

2587. Y Tru. ns 
(14) 2589.1. 2 mE 
0 I [ms] 

2588. Y 77, 2589.2. ly” 


2590. VI Y2-V 34 Va 


VIV 


Indicación. VZ=2 cos +. 


2591. Demostrar que, si 


lim Cn+t =( (a, > 0). 


nm —c0) La 


entonces a, = 0 (q), donde q, >4. 
2591.1. Supongamos que para los términos de la serie de términos 


positivos > Gn (4, > 0) se verifica la desigualdad 
n=] 


a 
HR <l para n>=f 
n 
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Demostrar que para el resto de la serie 
Ra = A 


se verifica la acotación 


ñ-—Ap => 1 


SS e si 12>m 


2591.2, ¿Cuántos términos de la serie 


O (a) 118 
BN 


donde (21)!! = 2 + 4...2n, es suficiente tomar, para que la suma 
parcial correspondiente Sp difiera de la suma de la serie S menos que 
e=10-*7 


2592. Demostrar que, si 


lim A (a, > 0), 
n=0w Un 


entonces la sene de 4, €s convergente. 


h=]l 


Lo recíproco no es justo. Examinar el ejemplo 
1 1 | ] 1 Í 
tratar. 


2593. Demostrar que, si para la serie Y a, (a, >0) existe el 
límite n=i 


lim 2 q, (A) 
entonces también existe el límite 
lim Y a,=q. 
a e ad (B) 


Lo recíproco no es justo: existiendo el límite (B), puede no existir el 
límite (4). Examinar el ejemplo 


[e] 
y += 1y" 


n=H 
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2594. Demostrar que, sl 


lim Ya, =9 la, >0), 


n>%* 


a 
entonces, a) si q < 1 la serie > 4h es convergente; b) si q >] esta 
n=t 


serie es divergente (criterio generalizado de Cauchy). 
Estudiar la convergencia de las series: 


ES AEREA 
2595. y, —¿—> A A 
n=1 4=1 


ea a cos! E lA cos ny 22— la 
] cos nlan—la n 
2596, PS qa», 2597. 1. y SS cos 


n=i 


n=1 


Aplicando los criterios de Raabe y Gauss, estudiar la convergencia 
de las siguientes series: 


LY 1-314 1-3-5%4 
NES (7) + (53) + (515) +HFo.. 
2599, O IEA 


bBio+a) Y bib ab 2d) a 
la>0, 35>0, 4>0). 


A mer 
2600. Y ¿n+p> 


R=IL 


sa Y mn 
dida Le Q+ Y II V2)..(024+V 1)" 


92) 


ata” 
2602, 2, FDA a (g> 0). 


[e e) 
( Dootpoja—i 1 
2603. Y) POEMA RI 


ni 
a / 
1-3:5,., (2n—1) 4 1 
2604. Nal 7 Y | cr" 


ZA Terr +D o... (p+n— 1)]" i 
26052, [io e=R)  1e>0, 40) 
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38 


2606. Demostrar que, si para la serie de términos positivos On 


n= 


(2h > 0) se cumple la condición 


2 14 40 (7), 


Ga+1 


cuando 1 — oo, entonces 


dl 1 
¿== 0 | 5)» 


donde £>0 es arbitrariamente pequeño; además, si p>0, se tiene 
a; 4 0 cuando n — oo, es decir, a, para 1 > 1. es monótona decrecien- 
te y tiende a cero cuando 1 —> oo, 


Determinando el orden de decrecimiento del término general Oh 


[1] 
estudiar la convergencia de la serie Das, si 
nl 


Pando. e e 
2607, E donde nilo nt e... +5,>0. 


2608. a¿=-psinZ, 


2609. e, =(VAF1—V EY in E (a0> 1). 


2610. a, =1In*? (sec 2) ; 


2611. a, =10gw(14 22) (a0>0, 90>0). 
2612. 0,= [| (+ YY. 


1 
METE 
A 


lon 


/ 


2814, a. S 
ps 
n n 


2613. 0,== 


2614.1. Demostrar el criterio de Jame: unas series de términos 


q 
positivos ); ay (a, >0) es convergente, si 
n= J 
Y n 
q — Va) >. > Il para »R>n,, 
y es divergente, si 
A n 
0U—y8) 5, <l para n>. 
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48 


2615. Demostrar que la serie da (0, >0) es convergente, si 


n= 


PELE 


a 
existe un 0>0 tal, que ¡7 
| 


In— 


ú . . , , 
ne < l paran >n) (oriterio logarítmico). 


Averiguar la convergencia de las series con los términos generales: 
2816... =4"". 0650] 


2144 para n>ny, y es divergente, si 


2617. TE PPTED la TT) 


— la > 1. 


2618. TE, == 
(an; 


Aplicando el criterio integral de Cauchy, averiguar la convergencia de 
las series con los términos generales: 


! 
2619. == (M0>1). 


J Lo 
2620, Ca Amar ola (a > 
2620.1. Estudiar la convergencia de la serie 


in?2-ln3... In(n41) 
pS n(2+p>In(3+9p ... Inín=1+p) lp >0). 


"n=1 


2620.2. Estudiar la convergencia de la serie 
A vi) 
$e nn? 
n=] 
donde + (1) es el número de cifras del número ». 


2620.3. Sean A, (1 = 1, 2,...) las raices positivas consecutivas de 
la ecuación 


fgx= xXx. 


Estudiar la convergencia de la serie 


SA 


n=1 
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2621. Estudiar la convergencia de la serie 


wm 
a 


ln (ri) * 
n=? 


5] 
2622, Demostrar que una serie Y a,, cuyos términos positivos 
r=1 


forman una sucesión monótona decreciente, es convergente o divergen- 


[9] 
te simultáneamente con la serie Dd) 2%a,n. 
ñA=0 


2623. Sea f(x) una función positiva, monótona y no creciente. 


co 
Demostrar que, si la serie BA F(n) es convergente, entonces para 


n= 


su resto 


co 


A PO 


se verifica la acotación 
400 30m 


| rar <R <IMENE SF dx. 


nt n-+1 


Aplicando esto, hailar la suma de la serie 


con una exactitud hasta 0,01, 


2624. Demostrar el criterio de Ermakov: sea FG) una función 
positiva, monótona decreciente y 


xo LM) 
00 
La serie )) f (n) es convergente, si A< 1, y es divergente si > 1. 
n= e] 
2625. Demostrar el criterio de Lobachevski: una serie 2, 2 


cuyos términos positivos forman una sucesión monótona que tiende a 
cero, €s convergente o divergente simultáneamente con la serie 


[m] 


pe 


3 
li 
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1. SERIES NUMERICAS. CR. DE CONV, DE LAS SERIES DE TER. DE SIGNO CONSTANTE 


donde Pp es el índice máximo de los términos 4, que cumplen la 


desigualdad 


a, 22” (a 


a Pad 


Estudiar la convergencia de las siguientes series: 


2628. y Ei AE y 


n= 


2627. 
2628, Elesa E 
2629. Y (2 y E 
2630, pa A 


quES 
2631. He Va, 
2632. S pera, 


2633. 


2634, 


2635. 9 I — 
2 (sin) 


Va Y FEAS). 2687. y 0(22) 


n-—i 


Cos 


2639. 


2640, 


tab, 0 >D0. 0 20), 


2641. 


y (a — , 


n=1L 
ra] 


y [la 5 — In (sinz+)] ] 


n= 1 


2642. 


2643. 2er eliana (a0>0). 


par 


2644. Liar? (a+ pyn+4 


(a>0, 5>0). 


ICAA 
id > 2141, (Za) Tr" 
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a 
Averiguar Ja convergencia de las series Y) a, con los siguientes 
n=i 


términos generales: 
ni A 

2649, u== | e-Yodx 
n 


a 
] ri . 
2647. 1 ¿== 2650. tr A a d 
4 0 
lx dx 1142 ] 
| 2651. 1 =P ESE, E sud 
n+ lr 
268. n= | Tax Pan sl 
. - 2652. 1. == —. 


Sustituyendo las sucesiones xp (n= 1, 2,...) por las series correspon- 


dientes, estudiar la dis de éstas, si: 


LY 
sd E 2 V 1. 


2654. X= 2 E mz ed 


Kk=1 
2655. ¿Cuántos términos de la serie hay que tomar, ES 
mente, para hallar su suma con una exactitud hasta 107 $ 


2653. x.=1 + 


Y ME UN e 
a) eS b) y ar Deo 


= 


8 2. Criterios de convergencia de series de términos 
de cualquier signo 


1.2 Convergencia absoluta de la serie. La serie 


le») 
2) a 


na] 


1) 


se llama absolutamente convergente, si es convergente la serie 
co 
(2) 


> [ar |. 


n=] 
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2, CRITERIO DE CONVERGENCIA DE SERIES DE TERMINOS DE CUALQUIER SIGNO 


En este caso, la serie (1) también es convergente. La suma de una serie 
absolutamente convergente no depende del orden de los sumandos. 

Para determinar la convergencia absoluta de la serie (1) es suficiente 
aplicar a la serie (2) los criterios conocidos de convergencia de las series 
de términos de signo constante. 

Si la serie (1) es convergente y la serie (2) es divergente, la serie (1) se 
llama condicionalmente (no absolutamente) convergente. Mediante una 
permutación de los términos, la suma de una serie condicionalmente 
convergente se puede hacer igual a cualquier número (teorema de 
Riemann). 

2.” Criterio de Leibniz. La serie alternada 


h—=d+b—bi + Hi 1 ib... 


(b, >0) es convergente (porlo general, no absolutamente) si 2A)a 20m 4, 
(1=1,2,...) y D) lim b, =0. En este caso, para el resto de la serie 
n 0 


Ra= l= $9 dar + [— par A 


se tiene la cota 
R¿=(— 1)" Brdar (0%. =< DB, 


3.2 Criterio de Abel. La serie 


y 240» (3) 


nl 


La a] 
es convergente, si: 1) la serie , Y, a, es convergente; 2) los números 


n= 
ba (n= 1,2, ...) forman una sucesión monótona y acotada. 
4,” Criterjo de Dirichlet. La serie (3) es convergente, si: 1) las sumas 


n 
parciales A, = a; están acotadas; 2) b, forman una sucesión 
f=1 


monótona que tiende a cero cuando n —> oo, 


Problemas: 


2656. Demostrar que los términos de una serie no absolutamente 
convergente se pueden agrupar, sin permutarlos, de tal modo que la 
nueva serie obtenida sea absolutamente convergente. 


6] 
2657. Demostrar que la serie > a, es convergente, si se cumplen 
mr=i! 


las condiciones: a) el término general da de esta serie tiende a cero 


00 
cuando 1 —» vs; b) la serie Pa 47, obtenida como resultado de la 
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agrupación de los términos de la serie dada sin alterar su orden, es 


convergente; c) el número de términos aj que figuran en 
Pra4i 1 


An= 2 a (Cl =P, <P» <...), está acotado. 


=P 
2658, Demostrar que la suma de una serie convergente no varía si se 
permutan sus términos de tal modo que ninguno de ellos se aleje de su 
posición inicial más de » sitios, donde m es un número previamente 
dado. 
Demostrar la convergencia de las siguientes series y hallar sus sumas: 


3 5 7 
2659. l— Saa + ... 


l 1 J | | 
2660 Ia tego. 


Dil J 1 1 
2651. 1 TI TF GITHAE A ... 
Indicación. Aplicar la fórmula ] + + as + =C+1In 1 +€,,. donde 


C es la constante de Euler y lim En =0. 


no 


o 
Al (— 1]"+1 
2662. Sabiendo que 42 Im 2, —, hallar las sumas de las 
n= it 
seríes que se obtienen de la dada como resultado de la permutación de 
sus términos: 


1 


se deben permutar de tal modo que se convierta en una serie divergente. 
Estudiar la convergencia de las series de términos de signo variable: 


Rin —p) 
po A A 


Pe] E A ps A 
2664. PLÁ, 2665. LZr A 
n=1 n=y 
2666. 1 us 1 Í 1 1 1 | l 
A e A 
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a 


A A A 


ut sm. 


A 


2. CRITERIO DE CONVERGENCIA DE SERIES DE TERMINOS DE CUALQUIER SIGNO 
2666.1., Sea 
Era] 
n 


n=1 


donde ba >0Ú y bp —0 cuando 4—>0, ¿Se aeduce de aquí que la 
senñe (1) es convergente? Examinar el ejemplo 


Ne y EE 


[ar] e (e.1] 
Ip 399 ] CEESA 
2667. NN sin —+ 2671, Y sin(a Va. 
n=i n=>j 
= Ya 
2668, E pen 2872, Nora 
n:=1 n=1 
92] 
2669. Sa ve yr OO A CL AR 
pa a= Y ”n 
2670, $ EE, E 2673.1 s : a 
EN ARI" A 


2674, Demostrar que una serie alternada 


A ll A (6. > 0) 


es convergente sl 


j 
E 
donde p > 0 (véase 2606). 
Estudiar la convergencia absoluta (a excepción del 2690) y condicio- 
nal de las siguientes series: 


1 


ar [12] 
epa — y 
2675, Y ENT! Lamat! se 
e E. 2679. 25 E. 
y (yr: 2680. y O 
2678. > ns de EE IN 
sd 1 i= pi 
od 2081. E e. CA 
2677. Y tn EL) E Way 
mo o AN sin q 
2678, Y (iy ne 2000: YB 
PA n E ne sin 
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a mm AT 
—Í 1 sn — 
2088 y (apio 12 
6 yA ME A0se y mm 
e nir—t) Es ra] 
plo (1 
2684 Y (1) 7 he 2687. Y EY 
n= | n=1 
[nl [a] 
—1Iy A UE 
2685 y E 2688, y EA, 
n=] yn n=l Ñ 
y A 
2089. AS 1) dl 2.4.6,..(2n) | 
2690, Y EA 2691. Y sina*. 
nl 


n=|] 


Indicación. Demostrar que tim sin n? +0. 
n -=00 


2692. Sea 
A A 
ROO ATA, 
una función racional, donde 24, 40, b%*0 y 
[by + b,x77 0 4... +b¿1>0parax>n0. 
Estudiar la convergencia absoluta y condicional de la serie 


> (— "Rm. 
Estudiar la convergencia de las series: 
293 tros 
0 tro. 


1 ] 1 ] l / Eos 
208 Io tp to 


2 l l 2 J I 
2697. Demostrar que las series 


. sin 2 sin 3 
a) sinx 45 ES A E 


cos 2x cos Ax 


b) da Sr DER 3 + ... 
son convergentes no absolutamente en el intervalo (0, 7). 
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2698. Para las seres 


[am] [» 2] 


y, y me Om 


n=] n= 


determinar para el conjunto de parámetros (p, x); a) la región de 
convergencia absoluta; b) la región de convergencia no absoluta, 


2698.1. Estudiar la convergencia de las series: 
yy ENYA. 0) y sin n 


In n n+10 sina * 
n=2 n=10 


2 sin As 
o 


n=2 


2699. Para la serle 


y (— y 10840) (07, 


n tn? 
n=1 


determinar: a) la región de convergencia absoluta: b) la región de 
convergencia condicional. 


2700. Estudiar la convergencia de la serie 


E (7). 


n=1 


donde (1) AA, 


mn! 


i so 
2701. Si la sene pr a, es convergente y 


o 
lim 2=1, 
a 
A>mom"n 
[2] 


¿se puede afirmar que la sere 2 b, también es convergente? 


=1 


Examinar los ejemplos: 
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[>] 
2702. Sea >) 2, una serie no absolutamente convergente y 
»R=IJ 
SA Lat4+ A 
¡ d; mil —a 
P= A RG, 
í=1 


í=l 


Demostrar que 
E 

tim p =l. 
a O na 


2703. Demostrar que la suma de la serie 
ge 
a  nÉ 
n=i 


para cada p >0 está comprendida entre > od 


2703,1. ¿Cuántos términos de la serie se deben tomar para obtener 


su suma con una exactitud hasta e= 1076, si: 
Lu 


e O sin n* 
a) y Var 3 ) LA Va , 
=1 Aaz=i 
2704, Demostrar que, si los términos de la serie 
i ] 1 1 
UN Ne E 
se permufan de tal modo que a cada grupo de p términos positivos 


consecutivos le sustituya un grupo de q términos negativos consecuti- 
vos, entonces la suma de la nueva serie será igual a 


in2 4 > In mE 
2705. Demostrar que la serie armónica 
Ihr thzh.. 
permanece divergente si, no permutando sus términos, se cambian sus 


signos de tal modo que después de p términos positivos sucedan q 
términos negativos (p <q). La convergencia solamente tiene lugar para 


p=qg. 
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$ 3. Operaciones con las series 


Suma y producto de seres. Por definición 
R | É 3. > SÍ 
a) »> In 2 by = CCAA b) 2 2 »S b.= 2 Cro 
r=!' n=i ni n=t n=1 n= 
donde 
, =%1b, +80 1 + a. Hb. 
20 
La igualdad a) tiene un sentido no formal si ambas senies Y 
n=i 


[12 
Y, b, son convergentes, y la igualdad  b), si, además, al menos de una 


n=1 


de estas serjes es absolutamente convergente, 


Problemas: 


2706. ¡Qué se puede afirmar respecto de la suma de dos series, de 


las cuales a) una es convergente y la otra divergente, b) ambas son 
divergentes? 


2707. Hallar la suma de las dos series: 


E 


Hallar las sumas de las siguientes series: 


Zn 
mw 105 == 


PE 3 
2708. Y, [> +5) 2709. Y) >. 


n=1 n=! 


2710. S Ad E) EN 


n=0 


2711. Comprobar que Sa Y: ma, 


n=0 n=0 


2712. Comprobar que (Se) = z ari (gdl <n. 


2713. Comprobar que el cuadrado de la serie convergente 


Y po 
2 vi 


es una serie divergente. 
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2714, Demostrar que el producto de las dos series convergentes 


A (0 y POL o) 
n= n=1 


es una serie convergente si a +8 > 1 yes divergentesi a+f8=<1. 
2715. Comprobar que el producto de las dos series divergentes 


có 


Ao +2 6)" (rt) 


A=1 


es una serie absolutamente convergente. 


S 4. Series funcionales 


1.2 Campo de convergencia, El conjunto X'y de aquellos valores de E 
para los que es convergente la serie funcional 


DAA OA 0... (1) 


se llama campo de convergencia de esta serie, y la función 


¿=l 


S (1) =1im y a; (x) (E Xp) 


Suma de la misma. 
2.” Convergencia uniforme. Una sucesión de funciones 


A). ft, 20 fa, ... 


se llama uniformemente convergente en el conjunto X, si: 
1) existe la función límite 


dla bd EX) 


2) para cualquier e >0Ú0 se puede señalar un número N=N (e) tal, 
que 
[E fa tig <e 


para n >N y x EX. En este caso, se escribe: fa (0)= f(x). 
La serie funcional (1) se llama uniformemente convergente en el 
conjunto AX, si la sucesión de sus sumas parciales 


Sa (92 Y u¡ (x) Md, dd, 


i= 


es uniformemente convergente en este conjunto. 
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3,” Criterio de Cauchy. Para la convergencia uniforme de la serie (1) 
en el conjunto X es necesario y suficiente que, para todo ¿> 0 exista 
un número N=N (e) tal, que para n >N y p>0 se verifique la 
desigualdad 


<e para todosx€ AX, 


a+p 
Sar (081009 1=] Y] 416) 
t=a+1 


4. Criterio de Weierstrass. La serie (1) es absoluta y uniformemente 
convergente en el conjunto X, si existe una serie numérica convergente 


e 7 (2) 
tal que 
ltn(di=<. paraxre X q(a=1, 2, ...). 


5.” Criterio de Abel La serie 


co 


$, 27 (2) bn (1) (3) 


n=1 
es uniformemente convergente en el conjunto A, si: 1) la serie 


N 
Y», Up (x) es uniformemente convergente en el conjunto X; 2) las 
n= 
funciones ba (x) (1 = 1, 2, ...) están acotadas en conjunto y para cada x 
forman una sucesión monótona. 

6.” Criterio de Dirichlet. La serie (3) es uniformemente convergente 


[2.2] 
en el conjunto XA, si: 1) las sumas parciales: >) a4,(x) están acotadas 
n=| 
en conjunto; 2) la sucesión b, (x) (1=1, 2,...)es monótona para cada 
x y uniformemente tiende a cero en X cuando n -—>» oo, 

7. Propiedades de las series funcionales. a) La suma de una serie 
uniformemente convergente de funciones continuas es una función 
continua. 

b) Si la serie funcional (1) es uniformemente convergente en el 
intervalo (a, b) y existen limites finitos 


lim ur (x) =Aa (nel, 2, ...), 
rg 


[21 
entonces, 1) la serie > A. es convergente y, 2) se verifica la 
=! 
¡igualdad . 


00 (E 000)- 3 (uno 


1-4 lan= nal ¡14 
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c) Si los términos de una serie convergente (1) tienen derivada 


continva para a<x<b y la serie de las derivadas Z Un (x) es 


Aa= 


uniformemente convergente en el intervalo (a, b), entonces 


($ La El = Y 4, (x) para x € (a, b). 


nA=1 n= 


d) Si los términos de la serie (1) son funciones continuas y la serie es 
uniformemente convergente en el segmento finito [a, 5], se tiene 


b 5 
l ($ Un ot A l Un (x) dx, (4) 
f 


= n=l 
a 


En general, la fórmula (4) es válida si Ra 6)dx—>0 cuando 


n — es, donde R, (x)= y uj (a). Esta Gli condición sirve tam- 
i=n+i 


bién para el caso de límites infinitos de integración. 
Problemas: 


Determinar el campo de convergencia qiero y condicional) para 
las siguientes series funcionales: 


sm] co 
2716. Y, 3. 2720, 
SY Paint 
2717. 251 (rx) , 2721. 5 a 
E n xa y” [- 1) 
2718. 2 ln Ñ 2722, Ne 
O 1-3...(2n—1)/ 2 On? 
«3... .(2n — x A nOsin ax 
2719. 2 Sa (rez) Ñ 2723. LE 


(g>0% 0<1<m. 
[ra] 
2724, NX (serie de Lambert). 


2725. 


2726. fm 
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” 


X 
2727. Zz Ud lA an 
[41] 
208 2 e 
n= 1 
E | 1 
2729. La 7 TEE 
pá E de e 
2730, 22 LU) (2) (> 0) 
n=1J 
dc n 
2731. y LEA 
se 
xr rn 
2732. Y, 7 nr (x0>0; y)>0). 
n=1 
e.) Laa] 
2733. En 0>0 2735 PUUIE)  (2>0). 


n= n=l 


on ta 
2734, y ap” E rr ES 
2 VIEPFIP. 2736. 28 (142). 


to 
2737, Demostrar que, si la serie de Laurent 2,x” es conver- 
H=-_— Un 


gente para x=x, y para x=x (|lx,|<lx21), entonces esta serie es 
convergente también para |x,| <1x! < |x,1. 
2738. Determinar el campo de convergencia de la serie de Laurent 


Co 


A. 


Sra * 


n= 0 
y hallar su suma. 


2739, Hallar los campos de convergencia (absoluta y condicional) de 
las series de Newton: 


[2) | gin xr 
iz E 2x 
IDA 
J 


n=|l = rn=l 
donde 


xd —= x(x— 1)... .[x— (n— 1)]. 


273 


CAPITULO $. SERIES 


o 
2740. Demostrar que, si la serie de Dirichlet > = es convergente 


ES 
h=i 


para x =Xp, Entonces también es convergente para x > Xp. 


2741. Demostrar que para la convergencia uniforme en un conjunto 
X de una sucesión f, (x) (1=1, 2,...) hacia la función límite f (x), es 
necesario y suficiente que 


lim [ sup r,(x)=0, 
nm ax 


donde ra(x)=If 0) — fal 


2742, ¿Qué significa que la sucesión f,(x) (1=1, 2,...): a) es 
convergente en el intervalo (x¿, + 00); b) es uniformemente convergente 
en cada intervalo finito (a, b) C (xo, + oo); e) es uniformemente conver- 
gente en el intervalo (xy, + 00)? 


2743, Hallar, para la sucesión 
LOZA la 1,2, 0.0) (0<x<D 


el subíndice mínimo N=N (e, x), comenzando desde el cual, la desvia- 
ción de los términos de la sucesión en el punto dado x de la función 


EA a 
107 vio” »... 210. 


¿Es uniformemente convergente esta sucesión en el intervalo (0,1)? 
2744, ¡Cuántos términos de la serie 


límite no es superior a 0,001, si x= 


00 
$ sin nx 
n= dd 


se deben tomar para que la suma parcial S, (x) difiera de la suma de la 
serie para — eo <x <-+ eo menos que e? Efectuar el cálculo numérico 
para: a)e => 0, 1;b)e =0,01;c) € =0,001. 


2745, ¡Para qué valores de n puede garantizarse la validez de la 
desigualdad 


n 


x Y 
ler— Y F|<o,001  (0<x=< 107 
fÉ=O 
Averiguar si son uniformemente convergentes las sucesiones en los 
intervalos indicados: 


2746. f _ta=x" a) MEE b)0<x<l, 


2747. LR —Á nt U<xz< l. 
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2748, f.(09=x—x" 0<x=l. 


2749, falxh= ps 0< aC oo, 


2750. o pra 
251 0= Ea; 2) 052 < IE d) esas ita 
Jites<r<+o, donde 2.>0. 


2152 fl Pap 2) OE L: dy <A. 


2753. f, (x= x ds — 0 Xx +00. 


n*' 


2754. nio=a Y +1 Y 5): PE 


2755, 0) /.19= 77; —0 << 40 d) /, (0) =sin E; 
— AMLO. 


2756. a) fl) =artgnx; 0ÍZ x 00; bj) f,(x)=xarctg nx; 
<A Eo. id 


A dl a 

2758. f, (1 =e 4-Y a) —[<x<t, donde Í es un número 
positivo arbitrario; b)— eo <x <+oo, 

2759, ft) = 5 nf; 0<x< 1. 

2760. f, (m=( 44; a) en el intervalo finito (a, b); b) en el 
intervalo (— oo, + 09). 


1 
n 


2761. (0) =nix"* —1) 1<:x<04. 


2762. £,4)=V1+Yx% 05x=<2. 


$ Pe si 0<x == 

| Ae 1 2 

2768, f09= 3 (Ex), si L<x<h; 
| 0, si cp» 
fn 


en el segmento 0 <x < 1, 


2764. Sea f(x) una función arbitraria, definida en el segmento 
[a, b1, y 
pto=PD (n=1,2, ...) 
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Demostrar que 


FAO) (as <b) 
cuando 1 —> on, 


2765. Supongamos que la función f(x) tiene derivada continua 
f(x) en el intervalo (a, b) y 


A o0=2[He+7)100]. 


Demostrar que f(x) 3 f'(x) en el segmento a <x<f8, donde 
aXZa<f<b, 


2766. Sea La ()=Y Hx+ 5), donde f(x) es una función 


ñ 
r—=o0 


continua. Demostrar que la sucesión f(x) es uniformemente convergen- 
te en cualquier segmento finito [a, b). 
Estudiar el carácter de convergencia de las siguientes series. 


2107, Y x”, a) en el intervalo |x( <q, donde q < 1; b) enelinter 
valo [x| < L 


2768. E * enel segmento —- 1<x<l, 


e 
[==] 


2768. . La en el intervalo (0, + oo). 


2769. Y, (l —x)x"” en el segmento 0<x< l. 
n=0 
Y Bid a de 

2770. MES EAS 


fAi=] 


==] 
Y 


A A La 
2772 Ze CEDRFRF 0Zx << 0. 


co 


A. A 
LO. Ea 0120 0+2)...(0+nx)? 


Eres donde > 0:ble<x<+o0 
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2774. Aplicando el crteno de Wejerstrass, demostrar la convergencia 
nforme en los intervalos indicados de las siguientes series funcionales: 


a) A o lx +09, 
n=! 
> (1) 

b) Fr —2XZx 400 


a] 
Y nx 
d) > TES" alte; 


js 


q +5 


Y 


EE 


¿le]< e, donde a es un número positivo arbitrario; 


a A e E AAA 


> 2 l< + 


DAA |[:]<+00; 

y YE to +) Ze. 

K) 2, Ley US <Í+o; 
D z ade o o 


Averiguar si son uniformemente convergentes las siguientes series 
funcionales en los intervalos indicados: 


2775. Y, mA sin a) en el segmento e <x < 21 — e, donde e >0; 
n=)| 


b)en el segmento 0 <x < 2r. 
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2776, ES; 2 sio 5: 0ZiL +00, 


fizi 


(= 
2777. y A : 0<i< +00. 
Indicación. Acotar el resto de la serie. 


00 
IA, 
2778. Y, par? OS 


hn —1) 


co 
2779. Y) Gl; |1]<10. 
Y Me 
a Pr 
2780. Y y o — 00 XX co. 
Eva << + 
A sin xsin nx 
281. Y Va? Lo, 


$1 


hr] 
eur 
2782. $e Yana 9 <x<4¿o, 


Y | 


2783. ¿Puede converger uniformemente hacia una función continua 
una sucesión de funciones discontinuas? 
Examinar el ejemplo 


LA=3 100. (a=1,2.-.) 


donde 


0, si x es irracional; 
v (x) == E . 
1,six es racional. 
Do 


2784. Demostrar que, si Ja serie > fan 6) | es uniformemente 
n= 
convergente en [a, b], la serie Y pe 0) también es uniformemente 
convergente en (a, b). 
2785. Si la serie 2 fp Oc) es absoluta y uniformemente conver- 
gente en Ía, JN entonces: ¿será también necesariamente uniformemente 


convergente Da ln (Gl en la, bJ? 
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ca 


Examinar el ejemplo Y 1 (1-x)x”, donde0<x<] 


n= 


2786, Demostrar que la serje absoluta y uniformemente convergente 


SO. 0<x=<!I), 


n=1 
donde 
0. dl VALEN 
fla = sin (29), 


ARE 0 E 
A O E 


no puede mayorarse por una serie numérica convergente de términos no 
negativos. 


2787. Demostrar que, si la serie 


uD 
2 9, 1%), 
n=i 
cuyos términos son funciones monótonas en el segmento [a, b], es 
absolutamente convergente en los extremos de este segmento, entonces 
es absoluta y uniformemente convergente en el segmento [a, b]. 


2788. Demostrar que una serie de potencias 


00 


Y, 1 


n=20 


es uniformemente convergente en cualquier segmento comprendido en 
el interior de su intervalo de convergencia. 


2789, Supongamos que 2, —os de tal 


[2] “ 
1 , 
y laz es convergente, Demostrar que la serie 
ñ 


pb=ib 


modo que la serie 


ím 


DE 


n=i 


es absoluta y uniformemente convergente en cualquier conjunto cerra- 
do y acotado que no contenga puntos 2, (n=1,2,...). 


[01] 
2790. Demostrar que, si la serie») 2, es convergente, la serie de 
Dinichlet 


rn=i 


am 
pal] 
27 
n=1 


es uniformemente convergente parax >0 
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¡> 
2791. Sea Y a, una serie convergente. Demostrar que la serie 
» —-1i e 
EA 
m1 
es uniformemente convergente en la región x >0. 
2792. Comprobar que la función 


[a y] 
sin nx 
Fx) => a 
n:1] 
es continua y tiene derivada continua en la región — e» < y <Í +o0, 
2793. Comprobar que la función 


-L cu 


] 
A DO ap 


n= 


a) está definida y es continua en todos los puntos, a excepción de los 
puntos enteros:x=0,11,+2,..;b)es periódica, de periodo igual a 1. 


2794. Comprobar que la serie 


$ [axe — (n — ibid 


n=1 
es convergente, pero no uniformemente, en el segmento O<x<l a 
pesar de que su suma es una función continua en este segmento, 


2795, Determinar los campos de existencia de las funciones f (x) y 
estudiar la continuidad, si 
a=$Y (++). =y 
a) =Y +27) 5 Cc) SL aa 


AI] 


b) 19=Y A 


n= 


2796. Sean rx (k=1, 2,...) los números racionales del segmento 
[9, 1]. Comprobar que la función 


posee las siguientes propiedades: 1) es continua; 2) es derivable en los 
puntos irracionales y no derivable en los racionales. 


280 


4. SERIES FUNCIONALES 


2797. Demostrar que la función Zeta de Riernann 


[ma] 


ame Y 


n=i 


es continua en la región x > l y tiene en esta región derivadas continuas 
de todos Jos órdenes. 


2798. Demostrar que la función Theta 
pos mix 
o Y» en 
n=— a 
está definida y es infinitamente derivable para x > 0. 
2799, Determinar el campo de existencia de la función f(x) y 
estudiar su derivabilidad, si: 


3/0=) E 0/m=Y a 


n=1 n=i 


2800. Comprobar que la sucesión 
1 
fa ==> aude” (=1, 2.1.1 
es uniformemente convergente en el intervalo (— oo, + co), pero 
[lim Y, (0,4 lim £,(D). 
n — Go a E 2] 
2801. Comprobar que la sucesión 
LAU= +sinn (+ ++) 
es uniformemente convergente en el intervalo (— oo, + cs), pero 
(lim 7,40] > fm f(x). 
Ns +0 no 
2802. ¿Para qué valores del parámetro o: a) la sucesión 
NARA (1) 
ín=1, 2,...) es convergente en el segmento [0, 1]; b) la sucesión (1) es 
uniformemente convergente en [Ó, 1]; c) es posible el paso al límite 
bajo el signo de la integral 


lim ff, (9 dx 


rn —>ccoy 
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2803, Comprobar que la sucesión 
LA == 5" amd, 2...) 


es convergente en el segmento (0, 1], pero 
1 1 
f [lim 7, (0) do E tim Í £ (0) dx. 
y n>0o AD 


2304. Comprobar que la sucesión 
A) = nx (1— xy a= 1, 2...) 


converge no uniformemente en el segmento [0, 1], a pesar de que 


1 


lim ( f(x) dx=) lim 7, (0) dx 


2805. ¿Es lícito el paso al límite bajo el signo de la integral en la 
expresión 
J 


nx 
lim per 


R>»+ ou 
v 


Hallar: 


0 
: E 
2806. lim —_—— AX, 
x->1—0 2 ” rl 


=1 


o [1.4] 
2807. tim Si (x"-—x"*?, 2808. la Y >. 


aio yz x 
ni e 


2808.1 . lim ETA 
x+00 Le ln 


2809. ¿Es lícita la derivación término a término de la serie 


co 


Y, actg ¿7 


n=1 


2810. ¡Eslícita la integración término a término de la serie 
[a 2 ! 1 
E (294 L gin 1) 


rn=1 


en el segmento [O, 1]? 
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2811. Sea f(x) Co<x< + 09) una función infinitamente deriva- 
ble y supongamos que la sucesión de sus derivadas f Ma) (n= OS 
es uniformemente convergente en todo intervalo finito (a, b) hacía una 
función y (x). Demostrar que .p (x)= Ce*, donde C es una constante, 
Examinar el ejemplo f, (x) =eT 420% a=1,2. 

2811.1. Supongamos que las oñciones pS q n=1, 2,.., están 
definidas y acotadas en (—o0, +00) y que f(x) 3 p(x) en todo 
segmento (a, b]. ¿Implica esto que 


lim sup A (0)? 


n><+00 


8 5. Series potenciales 
1.2 Intervalo de convergencia, Para cada serie de potencias 
E A AE 
existe un intervalo de convergencia: |x— al] <R tal que en el interior 


del mismo la serie es convergente y en el exterior es divergente. El radio 
de convergencia R se determina por la fórmula de Cauchy-Hadamard 


a 10,1. 


El radio de convergencia R también puede determinarse por la fórmula 


a 


On 


R= lim 


ne 


Ga+1 


si este límite existe, 

2.7 Teorema de Abel. Si la serie de potencias 
S Q5)= 2 dx" (|x| <R) es convergente en el extremo x=R del 
intervalo de convergencia, se tiene 

Ss = li S(m. 
de 


3,” Serie de Taylor. Una función f(x), analítica en el punto a, es 
desarrollable en serie de potencias 


A ¿0 
19= YN EL, 
El resto de esta serie e 


5, a 
Rp. 0=10)- Y EA mat 


k=o 
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puede expresarse en la forma 


(141 e 
Ra (9 E e IZ) 


(forma de Lagrange), o en la forma 
Ry = E a (0<8< 1) 


(forma de Cauchy). 
Es necesario recordar los cinco desarrollos fundamentales siguientes: 


L a (—<x< oo) 


1 y xa Si aan 
MID is REN) er=y+ cc [0914 0). 


ri E és 
IM. cosx=!1 — de 3) Pa <<). 


Y. 7 ema + a. 


A 1). 
o NE dl O : 
Y n= 2 FEF Ll) FTAs l<rsl). 


4.” Operaciones con las series de potencias. En el interior del interva- 
lo de convergencia común |x —a | < R, se tiene: 


M=a] [1] [a] 
2) YM Y ra = Y (a,b) (a ay; 
n=0 n=—=0 


n=0 


co ar [2] 
b) $ ay (x— a” y By (x — ay” = y cp —a”, 
n=04 


n=0 n=0 


donde 
=P att... +2, 


nm [ra] 
31D ax = Y m4 1)0,+, (0 — a)"; 
0 »A=0 


R=4 


5.” Series de potencias en el campo complejo. Examinemos la serie 
a] 


o la (2 ay”, 
R=0 


donde 
Ca —= tp Hb aa 2=x bp P=-1 


A A a 


A o 


A A 


5. SERIES POTENCIALES 


Para cada serie de éstas existe un circulo de convergencia | z—al<R, 
tal que en el interior del mismo Ja serie es convergente (y, además, 
absolutamente) y en el exterior es divergente. El radio de convergencia 
R es igual al radio de convergencia de la serie de potencias 


00 
Y len ir” 


n=zo0 
en el campo real. 
Problemas: 
Determinar el radio y el intervalo de convergencia y estudiar el 
comportamiento en los puntos de la frontera del intervalo de conver- 
gencia de las siguientes series de potencias: 


am an a a) 
2812, y” S. 2815. ) a." (0Za< 1. 
n=t 
?n=1. 
(> 4] 00 
Poy : pq 
2813, Y EEN ga 2816. y (142) y 
n=] n=] 
2814, Y CE yo 20817. Y Ae as 1) 
1) (21) . . gr “ 
n=1 h=1 


2] 


1-3-5.., (2a — 19]? fx — 11” 
2815. 2 | 2.4.6... (2) | ( 2 ) E 


a 
2819. y (—1) [o] : 


Es 
2820. > nero MN 


n=1 

far, bn 
2821. Y (+5) (a>0, 50>0). 

n=1 “ 
2822, Ya 2 (a0>0, 52>0). 

co n 
2823. Y (a > 0). 

pn=1% 

3 YE ll a n 
2824, AN ED 
4 Ey 28 PEL 
= A==1 
MET ca y 1 ] 

2825, E A 2827. NOU+7+ +19 


rn=1 
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la n 
2824, PR S+ Ir SP 


e n 2829. » ( 


2830. > a 


dlcsalir e 


n=1 


2831. Y E dada 


n=1 


x” (serie de Pringsheim). 


2831.1. y —Ú4 — xP", donde » (n) es el número de cifras de n. 


rn=1 
05 4 2 
2831.2, 2 (55) , 
Problemas: 


2832. Determinar el campo de convergencia de la serie hipergeomé- 
trica 


a(a +18(841) 3 
AE 


ala+D.- la tba—DPBBRED Bern —1 
O Ll. ly Do. GE en— 1 + 


Hallar el campo de convergencia de las series de potencias peneraliza- 
das: 
0 
l l—xiy” 
ES GE 
«ii 
2834. > Lin E A 2836. yl pz =) "+ 
n=1 Z 
e 3 y 
2835. 2 2837, y arias Gn 7 tez 
n=— n=! 
2838. Desarrollar la función 


HA=xv 
en serie de potencias enteras no negativas del binomio x + 1. 
2839, Desarrollar la función 


N= 2 


la20) 
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en serie de potencias: a) en potencias de x; 3) en potencias del binomio 
«—b, donde ba; c) en potencias de -. —. Indicar los campos de 
convergencia correspondientes. 


2840. Desarrollar la función f (x) = In x en serie de potencias enteras 
no negativas de la diferencia x — 1 y hallar el intervalo de convergencia 
del desarrollo. 

Hallar la suma de la sene 


Escribir los desarrollos de las siguientes funciones en serie de poten- 
cias enteras no negativas de la variable x y hallar los intervalos de 
convergencia correspondientes: 


2841. f(x) =sh x. 2844. f(x=«" - (a0>0). 
2842. f(x =chx. 2845. f(x) =sin [p aresin x). 
2843, f(x) =si0” x. 2846. f(x) =cos (pl arcsin x). 


2847. Escribir tres términos del desarrollo de la función f(x)=x" 
en serie de potencias enteras no negativas de la diferencia x — Z. 


72848. Escribir tres términos del desarrollo de la función 


f60=(1 +x)jr (x +0) y Ff(0)=e en serie de potencias enteras no 


negativas de Ja vanable x. 


2849. Desarrollar las funciones sin (x +4) y cos (x + A) en sene de 
potencias enteras no negativas de la variable h, 


2850. Determinar el intervalo de convergencia del desarrollo en serie 
de potencias de la función 


FO= a 5 FT 


a) en serie de potencias de x; b) en serie de poten del binomio 
x — 5, sin efectuar el desarrollo mismo. 


2850.1. ¿Se puede afirmar que ] 
W n-1 
y in a | = sinx en (—oo, +o0) cuando N — 00? 


n=1 


Aplicando los desarrollos 1 — Y, escribir los desarrollos en serie de 
potencias da de x de las siguientes funciones: 


2851. e” 
2852. cos' x, 
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9853. sin' x. 2858. E 


bs VIi—2x" 
A 1% 
285 = 2857. ln / LE2. 
2855, UTE" Xx 


2858. 1T+FX—2x* , 


Indicación. Descomponer la fracción dada en fracciones simples. 


2859. 6 E dá 2883. l at Er 
2860. M=3u=A" 2854. ETS 
2861. ¡2 2 pa: 
2882. rra 2868, TV 


1 
2862.1. lá e ers mear 2867. In (1 +xidx? fx. 
¿A qué esjgeual f O 000) 2868. e* *05% cos (x sina). 


Indicación. Aplicar las fórmulas de Euler. 
Desarrollando previamente las derivadas e integrando luego término a 
término, obtener los desarrollos en serie de potencias de las siguientes 


funciones: 8 py 
2369. f(x)= arctg x. Hallar la suma de la serie AS > L* 
n=1 
2870. f(x) —arcsin x. 2871. (1) =Inx Y TER. 


2872, f(x) =1n (1 —2x cos a+ a”). 

2873. Aplicando diversos métodos, hallar los desarrollos en serie de 
potencias de las siguientes funciones: 

y 0=(140)m(1+.«x 

b) fa=4 In EE arctg o 


2=2x., 
, 


Cc) (A) =arctg EXA 


d) /(x)=arctg 5 E 


E) /(A=xarctgx— in Y TES, 

DO f(x) =arccos (1 — 2x*y; 

2) f(x) =xaresinx LY 1x2; 
h/t=-*. nta + Y TE xs) E VIE2 
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2874. Aplicando la unicidad del desarrollo 
pH OI =P E 


hallar las derivadas de r-ésimo orden de las siguientes funciones: 


a 
Xx 


a) (ae b) fe Cc) f(x) =aretg e. 


2875. Desarrollar la función 
1 
AA = In IEA 


en serie de potencias enteras positivas del binomio x + l: 
2876. Desarrollar la función 


== 


en serie de potencias negativas de la variable x. 
2877. Desarrollar la función 


fo=!Inx 


en serie de potencias enteras positivas de la fracción 


2878. Desarrollar la función 


AR 
NA=>7 =p 


en serie de potencias enteras positivas de la fracción 1 
2879. Sea 


+ 
d 


Demostrar directamente que 
FOTO) =/( + y)» 
2880. Sea por definición 


sinx= Y" (— "A 


n=t 


00 
cosx== Y" — 1 => Sr 


n=9 
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Demostrar que 
1 S 
a) sinx-cos x= y Sin2x; b) sintx+Ycos*x=1, 


2881. Escribir unos cuantos términos del desarrollo en serie de 
potencias de la función * 


190 EE 


Efectuando las operaciones correspondientes con las series de poten- 
cias, obtener los desarrollos en serie de potencias de las siguientes 
funciones: 


2882. f(x)=(1+x)e=*, 2887. f(x)==e*sin x. 
2883. f(x)=(1—x)* ch Vx, 2888. 1a=".2. 
X 


2884, f(x)=10* (1— x), a a 
2885. f(x) =(1 4 x*) arctg x. ea is , y 
2886. f(x)=e*cos x. 2890. f (1) == (HEM) , 


Escribir tres términos del desarrolio (distinto de cero) en serie de 
potencias positivas de la variable x de las siguientes funciones: 


AE oa Y 
2892. f(x)=thx. 2893, f(x) =cdgx—=, 


2894. Supongamos que el desarrollo de la función sec x viene escrito 


en la forma 
11 e] 


E tr 
e _— A 
o ny * 
no 
Deducir una relación de recurrencia para los coeficientes E. (os 
números de Euler). 
2895. Desarrollar en serie de potencias la función 


] 
O (x[<1M. 


2] 
2896. Sea f(x)= 3; ax”. Escribir el desarrollo de la función 
Fla = Fo n=0 


lx” co 
2897. Si la serie Le 4x" tiene el radio de convergencia R, y la 
9] =0 


serie y) bx" tiene el radio de convergencia RK,, ¿qué radio de 
r=0 


290 


rd ALL PT, 


A A O PIPA iS UA: TACA ii 
a A . a ro A ea 


5. SERIES POTENCIALES 


convergencia R tienen las series 


[en] 


a) > (a, +0): b) yA 


1.0 
2898. Sea 


e y L= lim 


n—-0 


[= lim 


n —— 00 


n+1 Cart 


Demostrar que el radio de convergencia R de la serie de potencias 


ax" cumple las desigualdades 


LAB 


ISR<L. 


2899. Demostrar que, sif(x)= 2 4nx”, siendo 
n==0 
lata, [LM (=1,2, ...) 
donde M es una constante, se tiene: 1) f (x) es infinitamente denva- 
ble en cualquier punto a; 2) se verifica el desarrollo 


co in 


1a=yY Per dx l< 4 oo), 


a—0 


2899,1. Sea f(x) EC(a, Dd) y 100) 1<c" (1 =0, 1, 2, ...) para 
x € (a, b). Demostrar que la función f(x) es desarrollable en serie de 
potencias 


[e] 


fao=DY a ix—x)" (x,€le, 0), 


— 
= 


que es convergente en el intervalo (8, b). 

2899.2. Sea f (0) ECO [1,11 y 4M60>0 (1=0, J, 2,...) para 
x €[- 1, 1] Demosirar que la función f (x) es desarrollable en serie de 
potencias 


f()= > as, 


en el intervalo (— 1, 1). 

Indicación. Teniendo en cuenta que las derivadas f(”Y(x) son monó- 
tonas, para el resto Rn(x) de la serie de Taylor de la función f(x) 
obtener la cota 


ENCISO 
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2900. Demostrar que, si: l)a, >0 y 2) existe 


0 


lim >) ar=S, 


ok n—0 


entonces 


Desarrollar en serie de potencias las funciones: 


Xx xXx 
2901. fer” ar, 2903. E dt. 
0 0 
XK x 
2902. l EN 2904. pez dx. 
Wi — ft Xx 
1 0 


Xx 
1dt 7 a 
2905. Pa (escribir cuatro términos) 
0 


Aplicando la derivación término a término, calcular las sumas de las 
siguientes series: 


3 5 2 + 
2906 LF E GA 2908, ESE FA... 


Es x? x xt Br 
2907. cds o ar A 2909. E 


] 1.3 1.3.5 
2910. Ia + E 


Indicación. Multiplicar la derivada de la serie por l— x, 
Aplicando la integración término a término, calcular las sumas de las 
series: 


2911. cd ES 
2912, 1— 4-9 — Mt... 
2913, 1.2:4-2.3 43.44 db, 


2914. Comprobar que la serie 


satisface a la ecuación 


ade 


A 


A A 


e 


a .. 
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2915. Comprobar que la serie 


00 
PL, Ar 
satisface a la ecuación o 
xy y — y =0. 
Determinar el radio y el círculo de convergencia de las series de 
potencias en el campo complejo (2 =x + y): 


A fa 1-1 o E 
2916. y e 2917. y "FDOTD" 

n==1 n=1 

nl g” 

ana: 23 GO+IDOA+R20)...(1 En” 

ni 1 
2319 E Me 2920. (2—e”y 

» 2% nep” NA daa 


2921. Aplicando la fórmula de Newton, calcular aproximada- 
mente Y 9 y acotar el error que se obtiene al tomar tres términos del 
desarrollo. 


2922, Calcular aproximadamente: 
a) arctg 1,2; b) / 1000; c) qe d) 101,23 
14 


y acotar los errores correspondientes. 
Aplicando los desarrollos correspondientes, calcular con la precisión 
indicada los valores siguientes de las funciones: 


2923. sen 18” con exactitud hasta 107 ?, 
2924. cos 1” con exactitud hasta 107 f. 
2925. tg 9 con exactitud hasta 107 ?. 
2926. e con exactitud hasta 107 $ 

2927. In 1,2 con exactitud hasta 107 * 
2928. Aplicando la igualdad 


mE aria 
e AE 


hallar e] número r con exactitud hasta 107 * 
2929. Aplicando la identidad 


xt |] ] 
q = aretgs + arctgz, 
calcular el número 7 con exactitud hasta 0,001. 
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2930. Aplicando la identidad 
n í I 
q=* arctg E arte» 


calcular in 2 y ln 3 con exactitud hasta 107 ?. 
293L Aplicando la fórmula 


n(a-+ 1)=In 142 (tm 4 


calcular In 2 y In 3 con exactitud hasta 107 $. 


2932, Sirviéndose de los desarrollos de las funciones subintegrales en 
serie, calcular con exactitud hasta 0,001 las siguientes integrales: 


1 
1 3 
dx 
a) e” de; g) ¡ TF==1 
Ñ Ñ ; y 1 = íl 
.oy . I z 
b) 1er dx; h ==: 
) ) MATES 
sl 100 
IN Y A 
c) (q dx; i) GU a 
bl 10 
= 
J 2 
d) $ cos dx; i) Ñ A es 
o a A 
e 
shx - i 
; arcsia x 
o 1] 
+0 pS 1 
1” ) Ea! 1) Yorex, 


2933. Hallar con exactitud hasta 0,01 la longitud del arco de una 
semionda de la sinusoide 
yJ=sinx  (0<x<m. 


2934. Hallar con exactitud hasta 0,01 la longitud del arco de la 
: ed 1 
elipse de semiejes a=,1 y b= 7 


2935, Un cable, suspendido de dos postes, que están a la distancia de 
21= 20 m, tiene la forma de una parábola. Calcular con exactitud hasta 
1 cm la longitud del cable si la sagita de la flexión es igual a h = 40 cm. 
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38 6. Series de Fourier 


1% Teorema del desarrollo. Si una función f (x) es continua a trozos 
y tiene derivada continua a trozos f(x) en el intervalo (— 1, 1), siendo 
regulares todos sus puntos de discontinuidad (o sea, 


FE) => 0) +f(E +0))), entonces, esta función puede expresarse 


en este intervalo por la serie de Founer 


m=2+Y (a, cos =70 + dy sia 27), (1) 
donde : 
a =>+ $ f(0) cos E de =0- dias (2) 
É ] 
y 
1 
el Ho sin TE de h=1, 3...) (25 


En particular: 
a) si la función f (x) es par, se tiene: 


[(x) =+ + y, , cos . (3) 


donde 


1 
ap=7 [103 cos 57 de (1=0,.1, 2, ...); 
0 


b) si la función f (x) es impar, se tiene: 
00 
EZ Bn sin ==, (4) 
donde 
ly (9 sin E de (a=1, 2...) 


Una función f(x), definida en el intervalo (0, /) y que poses en el 
mismo las propiedades expuestas anteriormente de continuidad, puede 
expresarse en este intervalo tanto por la fórmula (3) como por la 
fórmula 4). 
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2.- Condición de complitud. Para toda función F (), integrable en el 
intervalo junto con su cuadrado, la serie (1) construida formalmente 
con los coeficientes (2), (2”), satisface a la igualdad de Liapunov”? 


co 1 
24 += | ar 
n=l1 —!f 


3." Integración de las series de Fourier. La serie de Fourier (1), 
incluso si es divergente, de una función f(x) que es integrabie según 
Riemann en el intervalo (— l, 1), puede integrarse término a término en 
este intervalo. 


Problemas: 
2936. Desarrollar la función 
Ko) =sint x 
en serie de Fourier. 


2937, ¿Cuál será la serie de Fourier para un polinomio trigonométri- 
co 


Pao) = E (a cos Lx + f, sin ¿x)? 
i=0D 


2938. Desarrollar en serie de Fourier la función ' 
F(x)=sgn x (1Ix<m. 


Dibujar la gráfica de la función y las gráficas de unas cuantas sumas 
parciales de la serie de Fourier de esta función. 
Aplicando el desarrollo, hallar la suma de la serie de Leibniz 


ca 
aya 
2n—]* 


n= il 


Desarrollar las siguientes funciones en serie de Fourier en los interva- 


los indicados: 
A 3 0<r<é 
939. = A 
AO 1 Si <<, 


donde A es una constante, en el intervalo (0, 2). 


2940. f(x) =x en el intervalo (— rr, 7). 


2941. f()= _— en el intervalo (0, 277). 


*) Conocida frecuentemente como igualdad de Parseyal. (N. del T.). 
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2942 f(x)=1x | en el intervalo (— x, m). 


ax, si 


2943, 19=! 


bx, sl 


—n<Áx<O0; 
a a 


donde e y b son constantes, en el intervalo (-- 7, Tm). 


2944. f(x)=1? — x? 
2945. f(x) =cosax 
2946. fí(x)= sin ax 
2947. f(x) =sh ax 
2948, f(x)=e"* 
2949. FGd=x 

2950. (0)=s3sinx 


2951. f(x)=x cos x 


en el intervalo (— rr, 7). 

en el intervalo (— rr, ma no es entero). 
en el intervalo (— 7, 7) (a no es entero). 
en cl intervalo (— 7, 7). 

en el intervalo (— A, 4). 

en el intervalo (a, a + 20). 

en el intervalo (— Tr, m1). 


E xr T y 
en el intervalo (2. +) ' 


Desarrollar en serie de Fourier las siguientes funciones periódicas: 


2952. f(x) ==sgn (cos x). 


2953. f(x) =arcsin (sin x). 
2954. f(x) =arcsin (cos x). 


2955. f(x) =x— [x]. 


2956. f(x) = (x) que es la distancia de x hasta el número entero más 


próximo. 
2957. f(a) ==] sin x]. 
2958. f(x) =]|c0s x]. 


sin x 


ha 
2959. fl= Y 0 Mi 
n=1 


dal<nD. 


2960. Desarrollar en serie de Fourier la función 


Fx) = sec x 


(7 <=<3). 


Indicación. Deducir una relación entre los coeficientes a, y a, - 7. 


2961, Desarrollar la función f(x)=x? en serie de Fourier: a) de 
cosenos de arcos múltiples; b) de senos de arcos múltiples; cjen el 


intervalo (0, 27). 


Dibujar la gráfica de la función y las gráficas de las sumas de las series 
de Fourier para los casos a), b) y c). 
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Aplicando estos desarrollos, hallar las sumas de las series: 


on ] rad ( pre uu 0 
yd ni? pt y PR (2n = ]) , 
H=13 n=1 n=] 


2962. Basándose en el desarrollo 


n=) 


E aa, 


obtener por integración término a término los desarrollos en serie de 
Fourier en el intervalo (— rr, 1) de las funciones x?, x? y x*. 
2963. Escribir la igualdad de Liapunov para la función 
i para |x]l<a; 
ml, e ms 
para a< |x|, 


Basándose en la igualdad de Liapunov, hallar las sumas de las series: 


co co 
sin" na a cos na 
A y 


mm? 


n=j rn=1 
2964, Desarrollar en serie de Fourier la función 


A uu 0<x<l; 
Fx) = ll ss 1<x<2; 


Sirviéndose de las fórmulas 
1 _ 1 - 
cos x=3 1, sin x=-37 (£—1f), 


donde t=e* y T=e" * obtener el desarrolic en serie de Fourier de las 
siguientes funciones: 


2965. cos?” x (m es un número entero positivo). 


q sin x 

2960. l —2gcosx + q 1al<Di 
l— gq 

IR rr gl<D. 
l—gcosx 

2968. Tori (1q]1<1. 

2969. In(1-—2g cos x + g*) dgl<D. 
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Desarrollar en señe de Fourier las funciones periódicas no acotadas: 
2970. F 2) =ln| sin 31. 
2971. F(:)=10 [eos |. 
2972. 3 =10|8 5). 


2973. Desarrollar en serie de Fourier la función 
ra=51V log Eat (—n<x<m. 


2974. Desarrollar en serie de Fourier las funciones 


x=x(sS) y = y 15), (0<+<=< da), 


que dan la expresión paramétrica del contorno del cuadrado: 0<x <a, 
O<y <a, donde s es la longitud del arco, tomado desde el 
punto 0(0,0), en sentido contrario al del movimiento de las agujas del 
reloj, 


2975, ¡Cómo debe prolongarse al intervalo (— 1,1) una función 
inteerable f(x), dada en el intervalo (0.5), para que su desarrollo en 


serie de Fourier tenga la forma 


00 


ft) =D a, cos (2n— 1) x (—adLx< mt 


2976. ¿Cómo debe prolongarse al intervalo (- 7, 7) una función 
integrable f(x), dada en el intervalo (0,5), para que su desarrollo en 
serie de Fourier tenga la forma 

Ao=Y 5,sinfen—I)x  (—2<x<am? 
n=1 

2977, Desarrollar la función 


1o0=x:(F—x) 


en el intervalo (o, 3) z 


a) en serie de cosenos de arcos impares; b) en serie de senos de arcos 
Impares. 
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Dibujar las gráficas de las sumas de las series de Fourjer para los casos 
a) y b) 

2978. La función f (x) es antiperiódica, de período T, o sea, 

[4 — f(x). 

¿Qué particularidad posee la serie de Fourier de esta función en el 
intervalo (— rr, m)? 

2979, ¿Qué particularidad posee la serie de Fourier de una función 
f () en el intervalo (— rr, m), si FA+D=f6)? 

2980. ¿Qué particularidades poseen los coeficientes de Fourier a, 
b, (n1=1, 2,...) de una función f(x) de período 2m,-si la gráfica de la 
función: a) tiene centros de simetría en los puntos (0, 0), (+ >> 0) b) 
tiene un centro de simetría en el origen de coordenadas y los ejes de 
simetría x =+ q? 

2981. ¡Cómo están ligados entre sí los coeficientes de Fourier a,, 
Bn Y %a, Bn (n=0, 1, 2, ...) de las funciones Y (x) y y (Qc), si 

P(— x= 4 (1)? 

2982. ¿Cómo están ligados entre sí los coeficientes de Fourier E 

Da Y On, Bn (1=0, 1, 2,...) de las funciones e (G)y y 00, si 
Pl— x= — p (x)? 

2983. Conociendo los coeficientes de Fourier Gn, (n=0,1,2,..) 
de una función integrable f (x), de período 27, calcular los coeficientes 
de Fourier 2, ba (1=0, 1, 2. ...) de la función “desplazada” f(x +2») 
(1 = const). 

0] 


2984, Conociendo los coeficientes de Fourier 4n,Pn (n=0,1,2,...) 
de una función integrable f(x), de período 2rr, calcular los coeficientes 
de Fourier 4», B, (1=0,1,2,...) de la función de Steklov 


E 
Lat | 1 dEs 
-h 


2985. Sea f (x) una función continua de período 27 y 4p,b, (n=0, 
1, 2,...), sus coeficientes de Fourier. Determinan Jos coeficientes de 
Founer A», B, (n=0, 1, 2,...) de la función “convolucionada” 


Fo= 10/40 a. 
Basándose en el resultado obtenido, deducir la igualdad de Liapunory. 
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$ 7. Sumación de series 


1 Sumación inmediata. Si 
44 =Un+1 7 Un (n= l, Ze $) Y lim Un = Oo 
; n->+ 00 
se tiene 


En particular, si 


Un = 


r 
tati nto 


donde los números a; (i=1, 2, ...) forman una progresión aritmética 
con la diferencia d, se tiene: 


Da 1 
La= =>" 


E E 


En algunos casos se consigue expresar la serie dada en forma de una 
combinación lineal de las series conocidas: 


02] 0] co 
iia Pi, YA 
1 A 


[e] 
2% Método de Abel. Si la serie Y, 2, es convergente, se tiene 
n=—0 
0 Dm 
En = lim ax” 
2 ” PE) o 


En tos casos más elementales, la: suma de la serie de potencias 


La e] 
Y ayx” se halla mediante la derivación e integración término a 


n=0 
término. j 

3. Sumación de series trigonométricas. Al buscar las surnas de las 
series 


[= 1] 00 
do acosa y y 2, Sin ny 


a—=0 n=1 


éstas se consideran como la parte real y como el coeficiente de la parte 
imaginaria, respectivamente, de la suma de la serie de potencias en el 


ad “ 
campo complejo >, a,z”, donde z = en 


n= 
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A menudo, suele ser útil la serie 


id, 


Problemas: 
Hallar las sumas de las series: 


l i 1 
86 that... 
! / J 
si ad . 


2988. — a+ + 
e 

2289, 2 G+DOTa in+e3 * 
o 

2990, Lar 7 "Far (1 es un número natural). 
l 


1 a 
2 ra trirte > 


cs Do 
2992, 2 p> 2997. 2, a ETA 
de dá 
2993. 2 pe: 2998, La TA "> 
E Ey 
úl LT ca Ze CE: 
co o> 
2898, YE, 3000 DL Fi 
m1 A—=2 
2996, Y] LED 


3001. Sea P(x)=49 +41x +... + 4, x". Hallar la suma de la serie 


[ee 
EL, 
ni 


n=1 
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Hallar las sumas de las siguientes serles: 


le] Qu 
n* + ! ñ P... 1 ” 
3002. Za ETS Aa 3003. 2 a As 
[ar] hr] 
(19 REED ! nx 
3004. pa BN Xx. 3005. 2 TRA RI . 


Mediante Ja derivación término a término, hallar las sumas de las 
seres: 


on [2.2] 
n-+1 
3006. y z * 3008. $ T » 


n=1 
[— pe Ion 
3007. A a" 


A 
n=) de 


Indicación. Multiplicar la derivada de Ja serie por 1 — x. 


lx ¡14 1-4.7 
3010. 331733 € Da )+-. 
Mediante la integración término a término, hallar las sumas de las 
series: 


co dé 
3011. > AA 3013. MET 
n= 1 n=0 


3012. py nin+2) 7. 


n= 


Aplicando el método de Abel, hallar las sumas de las siguientes series: 


1 1 1.3 
3014. 13H 73 3016, IF ut 


1 1 l 1 1 1-3 1 
3015. 1-3 Hg the 07 Id pte 
Hallar las sumas de las siguientes series trigonométricas: 


S y 
sin 11x cos Nx 
3018. a. 3019. da NE 


n= | n=—=l 
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co 
VW sin na sin nx 
3020, Lal 4 


n 
n=] 
E sin? ax sin nx n y cos (21 — IT) x 
3021. Y (0 <a <+). 3024, ps AS 
n=] n= 
y sin (2n — 1)x Wo qa, Sin az 
3022. 7 LULA 3025. e 1) AN" 
post n= 
y E COS nx 
p COS AX : n 
30238. Y (Ira. 3026, $ “Oz 
n=0 


E=z¿ 
3027, Construir la curva 


[m2] 


W sin ax - sin ny 
A A —_ 0 
, Al 


n=) 


Hallar las sumas de las siguientes serjes: 


Y y]? 1 > (112 
3028. PA exa, 3029. Ls 2 q 
n=1 n == () 
J o 3 
3030, So ! XT 1) (2) (+3) eso 
3031. 2 a pH . Suponiendo quex >0,a, >0 


[97] 
(m=1,2.)y que la serie Za es divergente. 


3082 AL GA Vx |< t: b) Je >l. 


ly l=x* 1]-xM 


cu 


+1 . 
3033. LT sI a) b) [x|<Z 1; b) 151. 


$ 8. Cálculo de integrales definidas por medio de series 


Desarrollando las funciones subintegrales en serie, calcular las siguien- 
tes integrales: 


3034.- fin 


D 


; F 2 
z r dx. 3035. ¡EA EA dx. 
== xXx 
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3080. LES q 


3037. paint — dx (p>0, 97>0). 


0 


3038. $ la x-In(1— xj dx. 


yl x dx NS xdx 
30890 | =p 3040. 


3041. Desarrollar en serie de potencias enteras positivas del módulo 
k(0<x<l1) la integral elíptica completa de 1? especie. 


r 


de 
F(k£ | . 
pi s Vi — Rsintp - 


3042. Desarrollar en serie de potencias enteras positivas del módulo 
k(0<k<l) la integral elíptica completa de 2* especie. 


El=!| VIA Si pap. 


bla 


3043. Expresar la longitud del arco de la elipse 
x=acosf, x=ósinft (0 << 21) 


mediante una serje de potencias enteras positivas de la excentricidad. 
Demostrar las igualdades: 


ol 
3044. | =>. 


Eo 


-x? E S (Ama 
3045. E sin ax dx 7 Dm EM a 
3046. | esos cos (sin x) cos ax dx == E (í=0, 1, 2, ...). 
0 
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CAPITULO $5, SERIES 


Hallar: 
te 


3047, frescos cos lasinx—nax)dx  (n es un número natural). 
xsina 
nas: j Tc Far 
o 


Indicación. Véase el ejemplo 2864. 


3049, $ in(1— La cos xa) dx, 


3050. Demostrar la fórmula 
+ wm 
e ] H 21 
| Fa E po... 
n- q. 1)! ” b,, ] 
HITA 


donde 4>0 y 0<0, <l. 
¿Con qué precisión se expresará la integral 
+m 
7% 
f Tur 


o 


sien la fórmula (1) se toman dos términos? 


8 9. Productos infinitos 


1.” Convergencia de un producto infinito, Un producto infinito 
¡e 2] 
A AA (1) 
se llama convergente, si existe el límite finito 


A 
li ¿= li =P, 
e Lt 
y es distinto de cero, 

Si P=0 y ninguno de los factores p, es igual a cero, el producto (1) 
se llama divergente hacia cero; en caso contrario, el producto se llama 
convergente hacia cero. 
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9. PRODUCTOS INFINITOS 


La convergencia del producto (1) es equivalente a la convergencia de 
la serie 


an] 
Y, In: (2) 


n=) 


La condición necesaria de convergencia es: 
lim p,=1l. 
n +00 
Si Ppr=1 +0. (n= 1, 2,..) Y % no cambia de signo, para la 
convergencia del producto (1) es necesario y suficiente que sea 
convergente la serie 
[5] 10] 
Y a= Y) (Pn 1) (3) 
1 


n= n=] 


En el caso general, cuando «, no conserva el signo constante y la 
serie (3) es convergente, el producto (1) es convergente o divergente 
hacia cero conjuntamente con la serie 


co eo 
Y) a = 7 (Pa— 1”. 
n= 1 n=] 

2 Convergencia absoluta. El producto (1) se llama absolutamente O 
condicionalmente (no absolutamente) convergente según que sea abso- 
lutamente o condicionalmente convergente la serie (2). La condición 
necesaria y suficiente para la convergencia absoluta del producto (1D es 
la convergencia absoluta de la serie (3). 

3% Desarrollo de las funciones en productos infinitos. Para 
_0<x< + ose verifican los desarrollos 


5 E - dx? 
sín == (0-5) sc 1 -— da 


En particular, de la primera, tomando x =5» se obtiene la fórmula de 
Wallis. 


a 
211 21 2041 
Problemas: 
Demostrar las siguientes iguaidades: 
6. 1O0-4)=+ 0. Dl pn]=3" 
n=1 n=1 nin +1) 3 
Gu 3 co 
3052. 1-3: 3054. Il + (3)"] =2. 
n=t n=06 
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CAPITULO 5. SERIES 


2 PE: 
3055. TL cos RG 3057. Il ch ==. 


do 


1] 


3056. 0 cos 7% ==: =S 


3058, Ta+rm=2 (4x1 <1. 
n=0 
3059. 3=3 a 2 va 


VIVA VA 
r 3n Ya 2x 
00. UT =p 


Demostrar la convergencia y determinar los valores de los siguientes 
iia infinitos: 


py? == za A mn 1) (2n +7 
3061, 00 2063. MESETA 
154 (1 
3062. 11 hdd - uta: 3064. Hoz == (a0>0). 


3065. ¿Se deduce de la convergencia de los productos ]Í Pa Y 
E n=) 
IT Gn la convergencia de los productos 
a) Mio, op) b) Mos c) Too d) 11222 
n=! La 


Averiguar si son convergentes los siguientes productos infinitos: 
pe 7] 
306 o 
6. qe 3069. (a -). 


==) 
] 41 
A 


n=+t 


4 
0 


3067. [1 <A, 3070, ñ (ESE 
30685, 1 (+2). 


3071. ] E, donde n? +an+b>0 para 2n>M9. 


A 


"A (A 4) (1 —2,),.,,(n — 
3072, Il ==) donde o >b; f=l 0% -,D). 
e 
073. a 3074. ESO 
3 ú VER. 3074 I A 
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9, PRODUCTOS INFINITOS 


3075, 11 V o 3081, Ú tl] 


n=1 xr 

0 par— y y x x? 
3075. II y ”- 3082. 1 — ev, 

n= 1 aA=1 rn 

ES : 3083. >) E 
3077. H (+2). T( +2) cos 

ni Xx 
3078. ¡11€ ) 0” donde É >0 


3079. 


cs 
| 
L 
cu 
o 
go 
+? 
2 1idR « 
rn 
1 
= 
3|2= 
A] 


3080. 


nda 


TU (145). 3085. U Y ni Lx Tx. 


3086. Demostrar que el producto ñ COS Xx, €s convergente si es 


convergente la serie Ñí Ez; 
3087. De moctrar: que el producto pul to (+ +a,) ( a < 7) 


co 
es convergente si es absolutamente convergente la serie >, 0. 


n=i 
Estudiar la convergencia absoluta y condicional de los siguientes 
productos infinitos: 


n4 [e..] Vi 
3088. É is ZA, 3092. ]] 2% _, 
ó PT Uy +(— 1)" 
(nr! pe 7 a 
3089. 11 [HE E [. 3093. ]] at», 
”] e 7] 
3090. ]] [4 =| ' 3094. 11 y ar 
es m2 nó — y) 
ocn Lo ” my) (—1 1 
3091. TY |: | MES 3095. ll a i 
n=1 ñn=1l 


| eo AE iO 
cs (A 
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CAPITULO $5. SERJES 
3098. Comprobar que el producto 
1 ] 1: ] 1 ] 
I+=+=)H(1-—= Tatil)... 
(++ 7) (+78 t3) (1-75) 
es convergente, a pesar de que la serie 
! J: ] Ñ 1 ] 
o E RS 0 CN E O A 
(rez) 75) mts) 75) o 
es divergente. EN 
3099, Comprobar que el producto TI (1 +0, ) donde 
n=) 


( A si n=24— 1, 
ES == Pa o $] = 
(CET Ti cis 


a la 
y o 
es convergente, a pesar de que ambas series ny >» 0 son 
“ r=i n=] 
divergentes, 
3100. Sea 


(función Zeta de Riemann) y sea Pn (1= 1, 2,...) la sucesión de números 
primos. 
Demostrar que 


E(—2) mon 


3101. Demostrar que el producto 


Xy" 


1] 
2> 
FÉ 
Ai PR 
donde p, (n=1, 2,...) es la sucesión de números primos, es divergente 


(Euler), 
3102. Sea 2, >0(n= AS 1 


IO) (e>0), 


Ta+1 


y la serie 
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9. PRODUCTOS INFINITOS 
Demostrar que 
1 
A E 
Indicación. Examinar 


lim a, =, Ú te (: +) > 
na mea n fi 
3103. Aplicando la fórmula de Wallis, demostrar que 

1-3:5,..(28—1_ 1 
2-4-6...(2n) Van" 
3104. Demostrar que la expresión 
ale” 


h 
r+— 
n a 


0, = 


tiene un límite 4, distinto de cero, cuando r —> oo, 
Deducir de esto la fórmula de Stirling 
nl. 
ni—=An 1 e ”"(14-8e,), 
donde fime,=0 y A=V2x. 


n— 00 


Indicación. Expresar el límite buscado en forma de un producto 
infinito 


oo 
Aá= l = Curt 
5 A e, IT Un » 
Para determinar la constante A, aplicar la fórmula de Wallis. 
3105. Según Euler, la función Gamma TP (x) se define por la siguien- 
te fórmula 


: nia? 
Ex) LN 4D... (een 


Basándose en esta fórmula: a) expresar Ja función T' (x) en forma de 
un producto infinito; b) comprobar que P' (x) tiene sentido para todos 
tos valores reales de x que no son iguales a un entero negativo; c) 
deducir la propiedad 


Dx 1 =x0 (x); 


d) obtener el valor DP (1) para » entero y positivo. 
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CAPITULO $. SERIES 


3106. Supongamos que la función f (x) es propiamente integrable en 
el segmento [2, b] y sea 


ó ==. Lía =/a + 0,) E=1, 2, ey tes 


E n 


Demostrar que 


b 
” $ 104% 
im Il (1+8,f,)=e2 , 


"o 00711 


3107. Demostrar que 


donde u«>0 y »b>0,. 
3108, Sean f, (x) (n= 1, 2, ...) funciones continuas en el intervalo 


(a,b) y | 001 <ca (1=1, 2,...), donde la serie $ c, es conver- 
gente. y 
Demostrar que la función 


Fx) = [1 +, ()] 


es continua en el intervalo (a, b). 


3109. Hallar la expresión para la derivada de la función 
62] 


Fia= 11 1+1 (0). 


n=1 
¿Cuáles son las condiciones suficientes para la existencia de F* (xy? 
3110. Demostrar que, si 0 <x < y, se tiene 


: ArED idea 
A 


5 10. Fórmula de Stirling 


Para calcular n! para valores grandes de 1 es útil la fórmula de 
Stirling 
np 
(04, < 1. 


al = Van nte 
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11. APROXIMACIÓN DE LAS FUNCIONES CONTINUAS MEDIANTE POLINOMIOS 


Problemas: 


Aplicando la fórmula de Stirling, calcular aproximadamente 


3111. lg 1001 : 


3112. 1-3.5 ... 1999. 3116. | (L—x) "dx, 
1-3-5..,99 0 
3113. 2.4-6..,100* 2x 
3114. CX,,. 38117. $ sin" x ax, 
100 ; 
315 arar: 


3118. Deducir una fórmula asintótica para el producto 
(21 —l=1.3-5...(22— 1). 


3119. Calcular aproximadamente CJ, si n es grande. 
3120. Aplicando la fórmula de Stirling, hallar los siguientes límites: 


. ni; 
ay) lim nl: cr lim — _. 
y SEA Y 2 = 11? 
b) lim; dy tim Mal 
: lim a 
n > Y nl e 


$ 11. Aproximación de las funciones continuas mediante polinomios 


JE? 


Fórmula de interpolación de Lagrange. El polinomio de Lagrange 


cl l— Xd. (Xp) (— já 1). (e —Á Xm) 
P, (0) = Za E — Xp). (Xx; — x:_ 1) (x¡— er (XX) Yi 


posee la propiedad P, (x¡)=y¡(1=0,1,..,2m). 


2." Polinomios de Bemnstéin. Si f (x) es una función continua en el 
segmento [0, 1], los polinomios de Bemstéin 


Bu()= y, [ (7) Cot (1 = xp 
Í=0 


convergen uniformemente hacía la función f (x) en el segmento [0, 13 
cuando n —> oo, 
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CAPITULO 5. SERIES 


3121. Construir el polinomio P,, (x) de grado mínimo », que tome el 
sistema dado de valores: 


¿Á qué son aproximadamente iguales 
PD) Pati), P, (67 
3122. Esenbir la ecuación de la parábola y =ax? + bx ++c que pasa 
por los tres puntos: xy =1, yo =]; x,=>25,y,=5; x,=100, y = 10. 


3123, Deducir la fórmula para la extracción aproximada de raíces 
y =V x (1l<x<100), aprovechando los valores Xo=1, Yo=1l; 
x1 =25,y, =5; x2=100, y, = 10. 


3124, Deducir una fórmula de aproximación de la forma 
sin x* =ax bx (0 < x < 90), 
utilizando los valores 


sin 00 =0, sin 30 =>, sin90"=1l, 


Aplicando esta fórmula, calcular aproximadamente: 
sin 20”, sin40?,  sin80*, 
3125. Construir el polinomio de interpolación de Lagrange para la 
función f(x)=|x| en el segmento [— 1, 1], tomando por nodos los 
puntos: x=0, + >. + E, 


3126. Sustituyendo la función y (x) por el polinomio de Lagrange, 
calcular aproximadamente 


Yo 60 ax, 


6 


donde 
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11. APROXIMACIÓN DE LAS FUNCIONES CONTINUAS MEDIANTE POLINOMIOS 


3127. Formar los polinomios de Bermstéin 5, (x) para las funciones 
x.x*, x? en el segmento [0, 1]. 

3128. Escribir la fórmula de los polinomios de Bernstéin B, (x) para 
una función f (x), dada en el segmento [a, b1. 


3129. Aproximar la función f (x) = [rl ez 


mediante el polinomio de Bernstéin B, (x). 
y= [x E 


en el segmento (— 1,1] 


Construir las gráficas de las funciones e y =B4 (x). 


3130, Aproximar la función f(x)=|x | para —1<x=<l mediante 
tos polinomios de Bernstéin de orden par. 


3131. Escnbir el polinomio de Bernstémn 2, (x) para la función 
fa =e* (a<r<b). 


3132. Calcular el polinomio B, (x) para la función f(x) = cos x en el 
ni ri É 
segmento y =X=< y. 
3133. Demostrar que |x|= lim P, (x) en el segmento [- 1, 1), 
donde ES 
A A Y EA ES PA 
Pub) =1 2 Lam 0 e 
> : f:1 
3133.11. Sea fQG)EC [a db] y 
b 


M=Vx*f)ax=0  (4=0,1,2,...). 


Demostrar que f(x) =0 para x € [a, b)]. 
Indicación. Aplicar el teorema de Wejerstrass sobre la aproximación 
de una función continua mediante polinomios. 


3134. Sea f(x) una función continua y periódica, de período 27 y 
sean An, dy (1=0, 1, 2,...) sus coeficientes de Founer. Demostrar que 
los polinomios trigonométricos de Fejér 


n-—] 


a (=2+ y € — 60, cos ix —L- b, sin ¿x) 


í=1 
convergen umformemente hacia la función f(x) en el segmento 
[— Tr, 71). 
3135. Construir el polinomio de Fejér 9,»- 1 (x) para la función 
fi=|x] si —REÁXS<T. 
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Capítulo 60 CALCULO DIFERENCIAL DE LAS FUNCIONES 
DE VARIAS VARIABLES 


g 1. Límite de una función. Continuidad 


1. Límite de una función. Sea F(P)=f(x,,xX2,..., Xn) una función 
definida en un conjunto £ que tiene un punto de acumulación Py. Se 
dice que 


A FP)=A, 
si, para cualquier e > 0, existe unó=ó5 (e, P¿) > 0 tal que 


PHP) Al<e, 


siempre que PEE y 0< p (P, P¿) < 8, donde p (P, P,) es la distancia 
entre los puntos P y Po. 
2. Continuidad. Una función f (P) se llama continua en el punto Po, 
si 

A A 


Una función f (P) es continua en un recinto dado, si es continua en ca- 
da punto de este recinto. 

3.” Continuidad uniforme. Una función £(P) se llama uniformemente 
continua en un recinto (+, si para cada e > 0 existe un $ > 0, que depen- 
de solamente de e, tal que, para cualesquiera puntos P' y P” de G, se 
verifica la desigualdad 


HP) HPV] < e, 
siempre que sea 
0(2, PAS. 


Una función que es continua en un recinto cerrado y acotado, es uni- 
fornmemente continua en este recinto. 


Problemas: 


Determinar y representar los campos de existencia de las siguientes 
funciones: 


3136. u=x4VY. 3138. 1=V1—xi— y. 
31312 =WV1=* ms A 
=V1—=x* 4 V y == 
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CAPITULO 6. CALCULO DIFERENCIAL DE LAS FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES 
3140. 1=Y( PAD AA y3. 
3141. u= |, ESA 3146. t=arcsin Sp E ascsin (1—y), 
3142, «=V1—(F Ey 3147. eV sin Ey. 
3143. u=1n(— £— y), 3148. u=arccos 


Da l 
3144. u=aresin 2. ee 


3149, u=in(xy2). 


Ss x 3150. £=In(—1—x— yl, 
3145. 4 == 2ICCOS A e de al 
Construir las líneas de nivel de las siguientes funciones: 
3151. ¿=x-+y. 3152. 2=]|x|- 

y =15 y]. 
3152. z=x*+4 y”. 3159.1. z=min(x, y). 
3153. 2=x*— y”. 3159.2. 2=max(|x|, | y/). 
3154. 2=(x+ yy. 3159.3. z=min(x”, y). 
- _ ix 

NS A 3160. 2 e+7, 

ata 3161, z= Y 
3156. == AS (x> 0). 

ly 3162, ¿—xg"* DAL 

3158. ¿=|x|-+4 y, 63. 2 =1n ET (o > 0), 

0 204 
3164. z — arctg AA (a > 0). 


3165. z= sgn (sin x sin y). 
Hallar las superficies de nivel de las siguientes funciones: 


3166. u=x+y>+z. 3168. 1—=x* 4 y —2, 
3167. u=x+y42. 3169. (xy 2. 
3170. 4 =5Sgn sin (x* + y* + 2?). 

Averiguar el carácter de la superfície por su ecuación: 


3171. 2=/(y—ax). 3173. 2=xf(£). 
3172.2=VI FF). 3174. 2=7(2). 


3175. Construir la gráfica de la función 
F(0=fícost, sinfy, 


donde 
S1 y>x, 


7 n=) 0 si yx. 
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A AN 


1. LIMITE DE UNA FUNCION. CONTINUIDA b 


3176. Hallar F(1, 2) si fix, Na: 


3177, Hallar f(x), si 


3178. Sea 
2=V Y HVx — 1. 


Determinar las funciones f y z,si z=x para p= 1. 
3179. Sea 
2=x + y] /(— y). 


Hallar las funciones f y z,si z=x?* para y=0. 
3180. Hallar f(x, y), si £(204p, Ley. 


3181. Demostrar que, para la función 


A 
se tiene: 
lim (lim f(e, Yh=1; — Um (lim f(x, »=—!, 
x>0 y>0 y+0 x>0 
mientras que lim f(x, y) no existe. 
e 
3182. Demostrar que, para la función 
e 
Fx, A= AIN 
se tiene: 


lim (tia f(x, y) = lim (lim f(x, Y»Y=0, 
y>0 x>0 


x>0 y-0 
a pesar de que lim f(x, y) no existe, 
.. 
3183. Demostrar que, para la función 


PO y)= (x4 y) sin y in 
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CAPITULO 6. CALCULO DIFERENCIAL DE LAS FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES 
ambos Jímites lim (lim f(x, y) y lim flim fs 5) 
RARO Yy>0 yJ>S0C+0 


no existen, a pesar de que existe lim f(x, y) =0. 
x>0 


y>0 


3183.1. ¿Existe ei límite 


3153.2. ¿A qué es igual el límite de la función 
Fla, yy =x e 0é-N 
a lo largo de cualquier rayo 
x=fÍcosu, y==fsina (0<L Lo) 


cuando ¿> + o? 
¿Se puede llamar a esta función infinitésima cuando x > vo e 
y =>00?7 


3184. Hallar 
lim ¿lim f(x, 9) y dim (lim f(x, y)), 
x>0 yp>b yabxoa 
si: 
ES E A 
a) f(x, ASA a=00, b=00; 


y 
YA Bo ac, b=4-0; 


Fl, Ra | 2=00, b=00; 


xy 


e) f(x, ere a=t =0; 


Hallar los siguientes límites dobles: 


3185. lim 0 3187. lim pa 
Xx > 00 xXx —(q 
y > y>0e 
3186. lim EY 3188. lim (Ly, 
Ñ a E Lo 
yo a 
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si 


es 


1. ÉIMITE DE UNA FUNCION. CONTINUIDAD 


yA 5 
3189. tim [Y ) : NH ( -+) 
> lt ida AS de x l 
edad ya 
3190. lia APA 31992. tim Y UA 
y +0 pie: Ve+r 


3193. ¿Sobre qué direcciones y existe el límite finito: 
x 
a) lim e*+y, b) lim %.sin2xy, 
po+o ds 
X=0CO0SQ ,) y =0sin qe 
Hallar los puntos de discontinuidad de las siguientes funciones: 


al ==! 


rs 5100 
Voy : .- sin x sin y 

3195. AA HEN 3199. u=ln (1 rey, 
res 3200. u=-L, 

1064 = HZ. Ss 
de y 


3197. po: 

xy 
A A A 
Vi TF (Y PR a e 


3202. Comprobar que la función 


continua respecto de cada variable x e y por separado (para un valor 


fijado de la otra variable), pero no es continua respecto del conjunto 


de estas yariables. 


3203. Comprobar que la función 


pen [FRE On 
ES + si 4 y'=0, 


es continua en el punto 0 (0, 0) a lo largo de cada rayo 


x=ícosa, y=1isina  (0<t<-Loo), 
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CAPITULO 6. CALCULO DIFERENCIAL DE LAS FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES 
que pase por este punto, es decir, existe 


lim f(£cos a, fsina)=/(0, 0); 
> 


sin embargo, esta función no es continua en el punto (0, 0), 
3203.1. Estudiar la continuidad uniforme de la función linea] 
u=2x —3y +5 


en el plano infinito E*=(|x]< 4-00, |y|<+00). 
3203.2. Estudiar la continuidad uniforme de la función 
u= ty 
en el plano £? = (lx |<+o3 ly 1<+ 00) 
3203.3. ¿Es uniformemente continua la función 


y) slo A 


en el recinto x? + p? < ]? 
3203.4. ¿Es continua la función 


.. 8 
U==arisin— . 
y 


en su campo de definición E? 
¿Será esta función uniformemente continua en el recinto £? 


3204. Comprobar que el conjunto de puntos de discontinuidad de la 
función f(x, y) =x sen 1 ¿SY XFO y f(%,0)=0, no es cerrado. 
y 


3205, Demostrar que, si la función f (x, y) es continua respecto de la 
variable x en un recinto G y es continua respecto de y uniformemente 
respecto de x en G, entonces esta función es contínua en el recinto con- 
siderado. 

3206. Demostrar que, sí en un recinto G la función f(x, y) es con- 


tinua respecto de la variable x y satisface a la condición de Lipschitz 
respecto de Ja variable y, o sea, 


IF Go y) AN] <Ll|y y" |, 
donde (x, Y) EG, (x, y") EG y Lesuna constante, entonces esta fun- 
ción es continua en el recinto dado. 


3207. Demostrar que, si la función f (x, y) es continua respecto de 
cada variable x e y por separado y es monótona respecto de una de elias, 
entonces esta función es continua respecto del conjunto de las variables 
(teorema de Young). 
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2. DERIVADAS PARCIALES. DIFERENCIAL DE UNA FUNCION 


3208. Supongamos que la función f (x, y) es continua en el recinto 
a <x SA, b < y < B, y que la sucesión de las funciones p, (x) 
(n = 1, 2, ...) es uniformemente convergente en [a, 4] y cumple la con- 
dición 6 <p, (x) < B. Demostrar que la sucesión de funciones 


FAS=/1x, Pa (1) la=1l, 2, ...0) 
también es uniformemente convergente en (a, A]. 


3209. Supongamos que: 1) la función f (x, y) es continua en el re- 
cinto R [a <x X<A;b< y <B); 2) la función y (x) es continua en el in- 
tervalo (a, 4) y toma valores que pertenecen al intervalo (b, B). Demos- 
trar que la función 


Fx) =fix, Y Lo) 
es continua en el intervalo (a, 4). 


3210. Supongamos que: 1) la función f (x, y) es continua en el re- 
cinto R (a Ex <A; b< y < B);, 2) las funciones x = y (u, v) e 
y = y (ue, v) son continuas en el recinto R' (a <u <A'¡b <p <B') y 
toman valores pertenecientes a los intervalos (a, 4) y (b, B), respecti- 
vamente. Demostrar que la función 


Fla, 0 =f 19 (1, 0), q (e, u)) 
es continua en el recinto R”. 


$ 2. Derivadas parciales. Diferencial de una función 


1.” Derivadas parciales. El resultado de la derivación parcial de una 
función de varias variables no depende del orden de derivación, si todas 
las derivadas que figuran en el cálculo son continuas. 

2.” Diferencial de una función. Si el incremento total de una función 
f(x y, 2), de las variables independientes x, y, z, puede expresarse en 
la forma 


¿f(x 4,2) =4 Ax + 84y+C4824+0(0). 
donde A, B, C no dependen de Ax, Ay, Azy e=V(A0 "Fly" Paz, 


la función f(x, y, z) se llama diferenciable en el punto (x, y, z) y la par- 
te lineal del incremento 4 Ax+BAy+CAz, igual a 


dl y e) f(x, y, 2) dx +5 (y 2 dg HF, (a y, 2) dz, A 
donde dx =Ax,dy=Á y, dz=Az, se llama diferencial de esta función. 
La fórmula (1) conserya su valor también en el caso en que las varia- 
bles x, y, z son funciones diferenciables de otras variables independien- 
tes. 
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Six, y, z son variables independientes, entonces para las diferenciales 
de orden superior se verifica la fórmula simbólica 


a 
Muro (ata) 


3.” Derivada de una función compuesta. Si w =f (x, y, z), donde 
E= Plú, 0), g=Y (2, 0), 2=x (u, o) y las funciones f, p, y, Xx son diferen- 
ciables, se tiene 


dw_ 0wóx , 0wdy , dwóz 
da Y add dd? 
0w_ 0w0x ów de 


04 dy 
> ENT e 


Para calcular las derivadas de segundo orden de la función w es con- 
veniente utilizar las fórmulas simbólicas: 


0% a o dy? OP, du 00; Ot IR, da 
A Ei E 
Puy 9 0 0 0 E 2) j 
n= (Att  Aeet tra) + 
GP, dw , 0Q,0w , BR, du 
Leda Di 
donde 
Ox 08 da 
P=>5 U= 3, + => 
y 


4. Derivada en una dirección dada. Si la dirección 1 en el espacio 
Oxyz se caracteriza por los cosenos directores: (cos 0%, COS fB, cos y] y 
la función u = f (x, y, z) es diferenciable, la derivada según la dirección 
[ se calcula por la fórmula 


0 Ou du du 
a y 05 0 > q cos BE zz COS y. 
La velocidad del crecimiento máximo de la función en un punto dado 
se determina, en su valor absoluto así como su dirección, por el vector, 
depominado gradiente de la función: 
du du , , Qu 
la id de 


cuya magnitud es igual a 
du? du y? dui 
lis VE +(%) ES j 
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Problemas: 
3211. Comprobar que 


Fe, b)=Z[/ (x, 6)]. 
3212. Hallar f. (x, D, si 


an Es ] * 
HA, Y) =x + (y — 1) arcsin VE: 
3212.1. Hallar £, (0,0) y f; (0,0), 
si 
Fix, »= Y xy. 
¿Es esta función diferenciable en el punto 0 £0, 0)? 
3212.2, ¿Es diferenciable la función Fi, N=Yx TL yen el punto 
0 (0, 0)? 
3212.3. Averiguar si es diferenciable en el punto 0 (0, 0) la función 
) 
LA y)=e Pi ys 
y £(0,0)=0 


Hallar las derivadas parciales de primero y segundo órdenes de las si- 
guientes funciones: R 


3213. u=x* + y*— xy? 3221. e==1n («+ y”). 


3214. Ly > 3222. u=arctg Z, 
3215. u==7- 3223, u=arctg 2 zz. 
3216. 1=—_-, 3224. u==arcsin , 
VERS | ye pl 
3217. u=xsin(x—+ y). 3225. SV E 
3218. A . 3226. u=(5) : 
y 

3219. u=Ez7. 3227. u=x%, 
3220. u=x?. 3228, u==yw"”, 
3229. Comprobar la igualdad 

du 0 

dxdy  dyox” 


si 
a) u==x*—2xy—3y% db) 4=x"%: Cc) u=arccos Y 
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3230, Sea f(x, NR sy S x*tyYiH0yf (0, 0)=0. 
Comprobar que 


Fey 40, 0) 5% fx (0, 0). 
3230.1. ¿Existe f'zy (0, 0), si 


2x4 : 
oral A 
l 0 si £=3y=!0. 


3231. Sea u =f (x, y, 2) una función homogénea de grado ». Com- 
probar el teorema de Euler de las funciones homogéneas en los sigujen- 


tes ejemplos: 
y 


paa ns z, STA AI == E a 
DY 0) RS a=(5) . 


3232. Demostrar que, si una función diferenciáable u =f (x, y, 2) sa- 
fisface a la ecuación 
du du du 
UIT 2 
entonces ésta es una función homogénea de grado n. 
indicación. Examinar la función auxiliar 


E (0 EE 2). 


3233. Demostrar que, si f(x, y, z) es una función diferenciable homo- 
génea de grado n, sus derivadas parciales f (x, y, 2), E (x, y, z), 
fa (x, y, 7) son funciones homogéneas de grado n—1. 

3234. Sea u =f (x, y, 2) una función homogénea de grado 7, dos ve- 
ces diferenciable. Demostrar que 


tr) nt 1) u. 


Hallar las diferenciales de primero y segundo órdenes de las siguientes 
funciones (x, y, z son variables independientes): 


3235... 4=x "Y" 3239. ae”. 

Xx 
3236. 7. 3240. u—= xy UA 
8237. u=Vx FP y. 3241. E 


3238. u=1n Y xy, 
3242. Hallardf(1,1,1) y 2f(1,1,D) si 


fu», a=Y 2. 
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3243. Comprobar que, si 
se tiene du >0, 
3244. Suponiendo que x, y son pequeños en valor absoluto, deducir 
unas fórmulas de aproximación para las siguientes expresiones: 
a 0+tFo0r0 Ey 
by) In(1+:-1n(1 + y); 


c) arctg ES 


3245. Sustituyendo el incremento de la función por la diferencial, 
calcular aproximadamente 


2) 1,002.2,003*.3,004>; e) Y 1,02 1,97%; 


1,037 d) sín 29” .tg 467; 


b) 37===5 73,08 
Y 0,8 / 1,05% ERAS 


3246. ¡Cuánto vanará la diagonal y el área de un rectángulo de lados 
x=6mey=8m, si el pimer lado se aumenta en 2 mm y el segundo 
se disminuye en 5 mm? 


3247. El ángulo central de un sector « = 60% aumentó Aqa= 1*. 
¿Cuánto hay que disminuir el radio del sector R = 20 cm, para que su 
área no varíe? 

3248. Demostrar que el error relativo del producto es aproximada- 
mente igual a la suma de los errores relativos de los factores. 


3249. Al medir el radio R de la base y la altura A de un cilindro se 
obtuvieron los siguientes resultados: 


R=2,55m0,1 m; A=40m+0,2m. 
¿Con qué error absoluto A y error relativo 5 se puede calcular el volu- 
men del cilindro? 


3250. Los lados de un triángulo son: 4 = 200 m + 2 m, b=300 m + 
+ 5 m, y el ángulo formado por ejloses C=60* + 1%, ¿Con qué error ab- 
soluto puede calcularse el tercer lado e del triángulo? 


3251. Comprobar que la función 


Fa y =V [xy] 


es continua en el punto (0, 0) y tiene en este punto ambas denyvadas 
parciales f; (0, 0) y f,/ (0, 0), sin embargo, no es diferenciable en el 
punto (0, 0). 
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Estudiar el comportamiento de las derivadas f; (x, y) y £í (%, y) en 
un entorno del punto (0, 0). 


3252. Comprobar que la función 


AN sai “yo 
y 
F(0, 0) 0, 


es continua y tiene derivadas parciales acotadas f; (x, y) y y (xy) tn 
un entorno del punto (0, 0), sin embargo, esta función no es diferencia- 
ble en el punto (0, 0). 

3253. Comprobar que la función 


Fe, y) = (0 4-3) sin pS A pyx0 


y 

F(0, 00, 
tiene derivadas parciales f; (x, y) y fy (x, y) en un entomo del punto 
(0, 0), las cuales son discontinuas en este punto y no están acotadas en 
cualquier entomo del mismo; a pesar de esto, la función es diferencia- 
ble en el punto (0, 0). 

3254. Demostrar que una función f (x, y) que tiene derivadas parcia- 
les acotadas fz (x, y) y fy (x, y) en un recinto convexo E, es uniforme- 
mente continua en este recinto. 

3255. Demostrar que, si una función f (x, y) es continua respecto de 
la variable x para cada valor fijado de y, y tiene derivada acotada 
fy (x, y) respecto de la variable y, entonces esta función es continua 
respecto del conjunto de las variables x e y. 

Hallar las derivadas parciales indicadas en los siguientes ejercicios: 
Pu tu du 

3256. de ' dedy? 0d? 
y ql e dy y o ty — y q yy, 
3 
3957. Y si 4 = Xx In (xy), 


si 


Ox? dy * 
3258. 057 , s1 4=x* sio y 4- y sin x. 
Pu a Ara su ; 
3259. 3 aos? s1 4==arctg e... 
o* ; 
3250. 20 a , si 4u=eP*, 
du . ) 
3261. AA $1 A, 
pad EA Va -D+Fg4—" 
+7 u 3 
3262. ra 51 4=(x — Xy — y Y 
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gm ry o by 
3263. ATAR 5 51 pia == 
PTE > 
3264. Jaja? S1 u=(x + y” an 
3265 e lu x4Y ez 
MESETA Si Uz=Xyze : 


3266. Hallar pe (0, 0), Si f(x, y =e" sin y. 
3267. Comprobar que, si 


u—=f(xy2), 
se tiene 
CTO 
dxdy dz En, 


donde £=xyz, y hallar la función £, 
3268. Hallar d%u,si u=x*—2xy—2xy +) yt rt. 3 xy — 
—3y Ey 42 — y 2 e ty 4. 
P z Ñ Pu Fu du Fu Ju 
¿A qué son iguales las derivadas za, A' DARA? a Y 3 
Hallar las diferenciales totales del orden indicado en los siguientes 
ejercicios: 
3269. Pa, si 4=x* 4 y! — 3xy lx — y). 
3270, 24, si 4=sin(x* + y”). . 
3271. du, sI 1 =In («+ y). 


? 


3272. d'u, Si 1==C0S Xx Ch y, 
3273. £'u, si 4=xXyz. 

3274, du, si 4=1n (Ay 27. 
3275. deu, a == 


3276. d%n, si u=X(x) Y (y). 


3277, du, si 4=flx 4 y2). 
3278. du, si Letra 


3279. Sea P, (x, y, z) un polinomio homogéneo de grado »1. Demos- 
trar que 


PP, y, 23=Al P, (dx, dy, d2). 
3280. Sea 


0 la) 
AU= xD gy 
Hallar 4u y A?tu=A (4u), si 
a) =p 0 b) u=la Y x* + y”. 
3281. Sea 
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Hallar Á yu, si 
a) u=sinxch y; b)u=InYx*+ y". 


3282. Sea : 
(5) +(0) +6) 


Pu, Ox , 05 
Ae a aaa 


Hallar Aju y Aju, si 
' l 
a) == x ely! +2 — 3 xy2; b)> O Ear ar 


Hallar las derivadas de primero y segundo órdenes de las siguientes 
funciones compuestas: 


3283, u=/( Ly 2%). 3284, u= AOS +) 


3285. u=f(%, xy, xy) 
2 ; 
uU=f(x4+Y, xy) 
3287. Hallar a 
ga du 2 
Au =3 Al 7 E sz + 
si 
u=f(x+y pz Ay 22) 

Haliar las diferenciales totales de primero y segundo órdenes de las 
siguientes funciones cormpuestas (x, y», z son variables independientes): 

3288. 1=f(t), donde t=x+y. 3291. u=f(f), donde t—=xyz. 


8289. u=f(f), donde t=2, 3292. u=f (174 y2+ 22). 
8290. u=f(Y 124 y?). 


3293. u=fE, n) donde É=ax, n =by. 
3294. n=f(E, Y) donde E=x +4 n=x- y. 


3295. == (E, y, donde E=.xy, n=5 3296. 1 —=f(x+ y, 2). 


3297. u=f(x4 y 42 x04 y?4 23). 3298. a=J (E, >. 
3299. ¿=f(x, y, 2), donde x=1, y=H, z=8P, 

3300. 1 =K(E, m, £), donde £= ax, n= by, [= cz. 

3301. u=Xf(E, y, £), donde £= x? + y, n= -y,tl= 20 
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Hallar du, si: 

3302. u=flax+by++ez). 3303. :=f(ax, by, cz). 

3304. =f(E n £) donde l=ax+b,y+<c,2, N=0d,0 + by + 
+ Ca2) [=09x +D,y + cg2. 

3305. Sea u=f (1), donde r=Vxi+yipz y f es una función 
dos veces diferenciable. Comprobar que 
Pu , Ou, dd Ri 
donde Áu =- ato tar €stloperador de Laplace, y hallar la fun- 
ción F, a 

3306. Sean u y v funciones dos veces diferenciables y A el Operador 
de Laplace (véase el problema 3305). Demostrar que 


Á (uu) =4 Av + v An +24 (2, v), 
donde 
_Qdudv , dudo , dudo 
Á (u, Ma dad 
3307. Comprobar que la función 


ea Vb TFOI" 


(a y b son constantes) satisface a la ecuación de Laplace 


ou Pu 
aa =0 


3308, Demostrar que, si la función u = u (x, y) satisface a la ecua- 
ción de Laplace (véase el problema 3307), la función 


o= +7 a ) 
AA? dy 
también satisface a esta ecuación. 

3309. Comprobar que la función 


Lo - pl 
sa?! 
== Za ai é 
(a y b son constantes) satisface a la ecuación del calor 
11 
me > 
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3310. Demostrar que, si la función u = u (x, £) satisface a la ecua- 
ción del calor (véase el problema 3309), la función 


] 5 Xx ] 
u= e * (do —37) (15>0) 


ay? 


tambien satisface a esta ecuación. 
3311. Demostrar que la función 


donder =V (x— a 4 (y —0 + (2— e)”, satisface a laecuación de 


Laplace 


1. 
U—= -— 
Tr 


— a y e y Ou 
MS att 


parar +0. 


3312. Demostrar que, si la función u =u (x, y, z) satisface a la ecua- 
ción de Laplace (véase el problerna 3311), la función 


] bix Ey El 
irá lr el e ph de 


donde k es una constante y r=Y x*-L y?-L2% también satisface a es- 
ta ecuación. 


3313. Demostrar que la función 


> + Cjptr 
A 


u== > 


donder=VFEyYEZR y C,, C, son constantes, satisface a la ecua- 
ción de Helmhoiz 


Su Pu, Ou 
ao a e 
3314. Supongamos que las funciones Uy = Uy (X, y, 2) y uy = 


=u7 (x, y, 2) satisfacen a la ecuación de Laplace A u =0. 
Demostrar que la función 


U=u4 (Xx, y, A y 2) 
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satisface a la ecuación biarmónica 
A(Aw) =0. 
3315. Sea f (x, v, 7) una función homogénea, de grado n, y m veces 


diferenciable. 
Demostrar que 


AHI GE) y ma Dam y, 2. 
3316. Simplificar la expresión 


dz Oz 
secx + se Y 
si 
z=sin y + f (sin x — sin y), 


donde f es una función diferenciable. 
3317. Comprobar que la función 


¿=x1(2). 


donde f es una función diferenciable arbitraria, satisface a la ecuación 


3318. Comprobar que 
2=yf (e — y, 
donde f es una función diferenciable arbitraria, satisface a la ecuación 


202 , 5 
y Y Ao 


3319. Simplificar la expresión 


Du du 
To 
S] 
dy 1 
U= 5% —p£ UFI EY yA A, 2— K), 


donde f es una función diferenciable. 
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3320. Sea 


x=0, Y 0, * —Uuv 
Fx, y, 23 =Flu, y, w. 
Demostrar que 
al Y +27 =uF, Ll WE; + wFo. 


Suponiendo que las funciones arbitrarias p, y, etc., son diferenciables 
un número suficiente de veces, comprobar las siguientes igualdades: 


3321. po o, i si z=p( 4 y, 
E y 2 y 0, si ¿=> 4 p1xy). 


” 


3323, (x* — y”) Sy Y, si toi 

3324. taba, 5] =p E : 2) . 

3325. sz ¿2 =02+ 2, si a lnx ro L E). 
eZ, si 1 =p(x— a) + px an). 


o” a” a : 

3327. 2 ha si a=xp 4) Ey (y). 
eE ra= : —— 

3328. 5 +2 a PESO, si =p £ + p( A 
3329. ey ea + 5 =2t—1)u 

si ep (E) 4 erp L). 


2 
290: 00 Tar» u=lx+ (1). 


3326. 


Mediante la derivación sucesiva, eliminar las funciones arbitrarias 1) 


y y: 


3331. z:=x+-p(xy). == s ] 
3332. 2=xw (2 3333. ps + y. 
a =xp( 5). 3334. u=p(x— y, y —2). 
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3335. “0 (2 ! 2) p 3338. 9 il ds 
3336. 2 =P (0) + 9 (y). 3339. =xp (5) + (7) 
3337. 2 =P (x) y (y). 3340. 2 =p (xy) + y (5). 
3341. Hallar la denyada de la función 
2=x— y 


en el punto %4 (1, 1), en la dirección 1 que forma el ángulo a«= 60% con 
la dirección positiva del eje Ox. 


3342. Hallar la derivada de la función 
2= — xy 4 y 
en el punto M (1, 1) en la dirección 1 que forma un ángulo « con la di- 


rección positiva del eje Ox. ¿En qué dirección esta derivada: a) alcanza 
el valor máximo; b) alcanza el valor mínimo; c) es igual a O. 


3343. Hallar la derivada de la función 


2=In(c + y 


en el punto M (Xo, Yg) en la dirección que es perpendicular a la línea 
de nivel que pasa por este punto. 


3344. Hallar la derivada de la función 


== EE 
1 (5+) 


b q ¿ ! 
en el punto A (2.727), en dirección de la normal interior a ja 


curva 


en este punto. 
3345. Hallar la derivada de la función 


== NL 


en el punto M (1, 1, 1), en la dirección /(cos a, cos f, cos ». 
¿A qué es igual la magnitud del gradiente de la función en este punto? 
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3346. Hallar la magnitud y la dirección del gradiente de la función 
1 
UZ—, 
Fr 
en el punto Mo (Xo, Yp, Zo), donde += Y y? + p? +22 


3347. Determinar el ángulo formado por los gradientes de la función 


u=x' + y* — a? 
en los puntos A (e, 0,0) y B(0, e, 0): 
3348. ¡Cuánto se diferencia la magnitud del gradiente de la función 


a=x-+y 42 


en el punto M (1, 2, 2) de la magnitud del gradiente de la función 
v=x+y4-2+40,001 sin(10' a Ve Tr zp 


en el mismo punto? 
3349. Comprobar que en el punto Ma (Xo, Yo, 20), el ángulo for- 
mado por los gradientes de las funciones 
aa by 


=4x 4 dy" 402 4 2mx +- 2ny + 2p2 


(a, b, c, m, n, p son constantes y al +57 + 3% O) tiende a cero cuan- 
do el punto M*M, se aleja al infinito. 


3350. Sea u =f (x, y, z) una función dos veces diferenciable. Hallar 
+=). si Cos «, cos 6, cos y son los cosenos directores de la di- 
rección l 

3351. Seau=f (x, y, z) una función dos veces diferenciable y 


[, (cos a,, cos f,, cosy, |, t, (cos «,, cos f),, cos y, ), 
E,(cos %,, cos P,, cos y,) 


tres direcciones perpendiculares entre sí. 
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Demostrar que: 
0 ANA 


vu ta du —_ Pu ou 
an Por an Ton dea Le h 


3352. Sea u = u (x, y) una diferenciable, tal que para y = x? se tiene: 
du 
Ulx, yy=l y 5“ 


Hallar qu paray=x?, 
dy 


3353. Supongamos que la función u-= u (x, y) satisface a la ecua- 
ción 


Pa Pu e 
Tr 


y también a las siguientes condiciones: 


ulx, Lx =x, ul (x, 2) =x” 
Hallar 


e (x, 21), 2 (e. 28), 5, 2h 
Suponiendo que z =z (x, y), resolver las siguientes ecuaciones: 


0% Pi dre. 
3354. 31 =0. OT =0. 3356. ¿yr =0: 


3357. Suponiendo que u =u (x, y, z), resolver la ecuación 


ACI 
dx dy dz 


3358. Hallar la solución z =z (x, y) de la ecuación 
oz 2 


que satisface a la condición: z (x, x?)= 1. 
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3359, Haltar la solución z =z (x, y) de la ecuación 


o 
dy 


=2, 


que cumple las condiciones: z (x, 0)=1, zy, (x,0)=x. 


3360. Hallar la solución z =z (x, y) de la ecuación 


0% 
ao "TY 


que cumple las condiciones: z (x,0)=x, z (0, y)=y?, 


8 3. Derivación de tas funciones implícitas 


1.” Teorema de existencia. Si: 1) la función F(x, y, z) se anula en un 
punto Ás (Xo, Yo, 20), 2) F(x, y, 2) y Ef (x, y, z) están definidas y son 
continuas en un entorno del punto Ap; 3) F, (%o, Yo, Zo) +0, entonces 
en cierto entorno suficientemente pequeño del punto Ay (Xp. Yo) exis- 
te una función uniforme continua única 


2=f(x, y), (1) 
que satisface a la ecuación 
F(x, y, 2) =0 


y tal que Zo =f (xo. Yo). 

2.” Diferenciabilidad de la función implícita. Si, además, 4) la fun- 
ción F(x, y, 2)es diferenciable en un entorno del punto Án (Xo, Yo. Zo), 
entonces la función (1) es diferenciable en un entorno del punto 


Ao Ko. Yo) y sus derivadas e y 2 pueden hallarse por las ecua- 
: he 


ciones dy 


9F , 0PFOz OF , 0F oz 
a Tra =0 y Ta? (2) 


Si la función F (x, y, 2) es diferenciable un número suficiente de veces, 
entonces, derivando sucesivamente las igualdades (2) pueden calcularse 
también las derivadas de orden superior de la función z. 


3.” Funciones implícitas definidas por un sistema de ecuaciones. Su- 
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pongamos que las funciones F; (Xp. ..-Xmi Yu... Ya) ((=1,2,.... 1) cumplen 
las condiciones siguientes: 


1)se anulan en el punto As (%10, ---« Xmoi Y1o. ->>» Yno), 
2)son diferenciables en un entorno del punto 44. 


3) el determinante funcional a o en el punto Ap. 
Lc o%n 
Entonces, el sistema de ecuaciones 
Pi (xr, EUA Xras CIS Yn)=0 (i= Í, 2, la 1), (3) 


determina univocamente en un entorno del punto Ap(ro, +... Xm0) 
un sistema de funciones diferenciables 


Ya f (Xi, 0... Xo) (¡om l,2,..., 1), 
que satisfacen a Jas ecuaciones (3) y a las condiciones 
Fi Útido:«=4 Xmo) =Yio (i=1,2,..., a). 


Las diferenciales de estas funciones implícitas pueden hallarse me- 
diante el sistema 


m A 
OF; OF; 
— d dy, =0 
¡Ox a+ da, Fa 


=l 
a PA A 
Problemas: 
3361. Comprobar que la función de Dirichlet 
l, si x es racional, 
PS : ; z 
0, si x es irracional, 
que es discontinua en cada punto, satisface a la ecuación 
y* -y=0 


3362. Sea f (x) una función definida en el intervalo (a, 6). ¿En qué 
caso la ecuación 


Hoy=0 


tiene la solución continua única y=0 paraa <x < b? 


*) En los enunciados de la mayoría de los problemas de este capítulo se supone, sin reser- 
vas, que se cumplen las condiciones de existencia de las funciones implícitas y de sus derivadas 
correspondientes. 
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3363. Supongamos que las funciones f (x) y g (x) están definidas y 
son continuas en el intervalo (a, b). ¿En qué caso la ecuación 


FOOD =£(x) 


tiene una solución continua única en el intervalo (a, by? 
3364. Dada la ecuación 


Xd y 1 () 


sea 
y=y (0) (—1<x<l) (2) 


una función uniforme que satisface a la ecuación (1). 

]) ¿Cuántas funciones uniformes (2) satisfacen a la ecuación (1) 

2) ¿Cuántas funciones uniformes continuas (2) satisfacen a la ecua- 
ción (1)? 

3) ¡Cuántas funciones uniformes continuas (2) satisfacen a la ecua- 
ción (1), si: y (0)= 1; b) y (1)=0? 


3365. Dada la ecuación 


Xx =y (1) 
I=Y O (— 00 << 400) (2) 


una función uniforme que satisface a la ecuación (1). 

¿) ¡Cuántas funciones uniformes (2) satisfacen a la ecuación (1)? 

2) ¡Cuántas funciones uniformes continuas (2) satisfacen a la ecua- 
ción (1)? 

3) ¡Cuántas funciones uniformes diferenciables (2) satisfacen a la 
ecuación (1)? 

4) ¡Cuántas funciones uniformes continuas (2) satisfacen a la ecua- 
ción (1), si: a) y (1)=1; b) y (0) =0? 

5) ¿Cuántas funciones uniformes continuas p =y(x)(1-6<x<1+5) 
satisfacen a la ecuación (1), si y (1)=1 y 6 es suficientemente peque- 
ño! 

3366. La ecuación 


sea 


Ay xt 4 y 


determina a y como función multiforme de x. ¿En qué regiones esta 
iunción: 1)es uniforme, 2) es biforme, 3) es tnforme, 4) es tetrafonme? 
Determinar los puntos de ramificación de esta función y sus ramas uni- 
formes continuas. 
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3367. Determinar los puntos de ramificación y las ramas uniformes 
continuas y = y (x) (- 1<xx< 1) de la función multiforme y, definida 
por la ecuación 


Le: + yy =x' —y. 

3368. Supongamos que f (x) es continua paraa <x <b y que y (y) 
es monótona creciente y continua para c < y <d, ¿En qué caso la ecua- 
ción 

py) == (x) 


determina la función uniforme 


y =p 
Examinar los ejemplos: a) sen y + sh y =x;b)e"? =— sen? x. 
3369. Sea 
x=y-o0), (1) 


donde p(0)=0 y ly (y)1|<k< 1 para — a < y <a. Demostrar que, pa: 
ra -€<x<e, existe una función diferenciable única y = y (<) que sa: 
tisface a la ecuación (1) y tal que y (0)=0. 


3370. Sea y = y (x) una función implícita determinada por la ecua: 
ción 
x =ky + (0), 


donde la constante k +0 y y (») es una función diferenciable periódica, 
de período «, tal que lp" (y)1<1] 4 |. Demostrar que 


¡=¿+0), 


donde y (x) es una función periódica, de período | k | «». 
Hallar y' e y” para las funciones y, determinadas por las siguientes 
ecuaciones: 
2 o ATL y 
3371. 4-4 2xy—y3 a. 3372, ny x + y = artgh. 
3373. y—Esiny=x (EEE 
3974. P=y (ey) 3375. y= 2xarcigÍ, 
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3376. Demostrar que, para 
y == (x— y), 
donde k es una constante, se verifica la igualdad 


e y 
FTE 


3377. Demostrar que, si 
yt y— 1 =0 
entonces, para xy >0 se verifica la igualdad 


dx dy 
—— =0, 
y =P —= y 


3378. Demostrar que, en un entorno del punto x= 0, y =0, la ecua- 
ción 
Aya? (x — y”) (a 20) 


determina dos funciones diferenciables: y = y, (x) e y =p» (x). Hallar 
y (0) e y (0). 
3379, Hallar y' parax=0 e y=0, si 


(+ yy =3x y — y", 
3380. Hallar y”, p% y" six? +xy+y? =3. 
3381. Hallar y”, y”, y" parax=0,p=1, si 
“—xy +2 4 x— y—1 =0, 
3382, Demostrar que para la curva de 2* orden 
ax” | 2bxy + cy? + 2dx— 2ey p/=0 


se verifica la igualdad 
a 
qeu ?]=0. 


Hallar, para la función z =z (x, y), las derivadas parciales de primero 
y segundo órdenes, si; 


33838, “y I4ra”. 3385, xy 4 2=e? 
3384. 2 —3xyz=a*, 
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3386.:=V Xy tg —. 338 xy pie 09YtA, 


Vxi— y 
3388. Sca 
ty 2 —3xy2=0 (1) 


Fl, y, =xy 2. 


Hallar: a) fí (1,1, D),siz=z (x, y) es la función implicita determinada 
por la ecuación (1);b)£, (1, 1, 1), s1 y =y (x, 2) es la función implicita 
determinada por la ecuación (1). Explicar por qué estas derivadas son 


distintas. 
e A o 
3389. Hallar Sto ra" E para x = l, y => 2,z=1,osi 


3+2y +32 +xy-2-9=0. 
Hallar dz y d?z, si: 


A 7 2 : 
3390, taba! 3391. xyz=x | yz. 
z 
338, E=l07+1. 3393, 2=xarcig >. 


3394. Hallar du, si 
2 —3(x4- ye 20. 
g* : 1 2 2 
3395. Hallar ETE si Fixty+za o ty429=0. 


Oz dz 
3396. Hallar < > dy" 
de 0 o* . 
3390. Hallar s 7 , 50 si FixxH+y y +z2=0. 
0% 
dx? 


3399. Hallar d*z, si ; 
3) Fledz, y o=0: D)F(%,4)=0. 


2 


si Flx—y, y—z,2—x)=0. 


3398. Hallar si Fíxz, yz2y=0. 


3399.1. Seaz =2Z (x, y) la función diferenciable, determinada por la 
ecuación 


7—xiiHy=0, 


que para x = 3, y = — 2 toma el valor z = 2. Hallar dz (3, —2) y 
az, —2). 

3400. Sean x=x (p, 2), y = y (x, z),z =2z (x, y) funciones definidas 
por la ecuación F (x, y, z)=0. 
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Demostrar que 


dx 0y Oz 
Oy 02 dx 
dx dy : á 
3401. Hallar ¿ Y ¿+ Sl yz =0, tytri=1, 


dx dy de " 
3402. Hallar Y E para x=1, y=—1l, ¿=2, 


si Ly 2, xl y+2=2, 


du du 00 du - 
3403. Hallar dr ar Y y E AU yu =0, yu x= 1, 


3403.1, El sistema de ecuaciones 


xr? Llao 1, 


D-9 u 


ye ia 


determina unas funciones diferenciables u = u (x, y) y v=» (x, 1) tales 
que u (1, 2)=0 y v (1, 2)=0. Hallar du (1, 2) y dv (1, 2). 


3404. Hallar du, dv, d*u, q? y, si 
upo=xpy, DL, 


sinuT y 


3405. Hallar du, du, du y d'v para x=1, y=1, u=0, >= 


«fa 


si 


3406. Sean 
ALA, ya PAS, ¿=P 17 


dy E dy, de 
ax”? dx' ax? y dat” 


Hallar 
3407. ¿En qué región del plano Oxy el sistema de ecuaciones 
mua, y=Ú8 0, 2=e a, 


donde los parámetros u y v toman todos los valores reales posibles, de- 
termina a z como función de las variables x e p? Hallar las derivadas 
dz 07 


ax * ay 
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3407.1. Hallar 0 y ER en el puntou=1,»=1, si: 
Ox dy 


x=u-+ lino, | 
y=u—Inu, 
z=24 4 4. 


2 
3407.2. Hallar PEE en el puntou=2,v=1, sj: 


x=u+0u', 


y=4 —vw 
z2= luv, j 


2 
3408. Hallar 9 : , 51 
ox 


x= COS P COS Y, y =COs p sin Y, 


z==sin q. 
dz Pz 
3409. Hallar 53 dx dy y Em Es 
X=UCO0SU, Y =—Uu4SInV, 2=0, 


3410. Supongamos que z =2 (x, y) es una función que se determina 
por el sistema de ecuaciones: 


ae 0+7 ye" Z=UU 
(u y y son a Hallar dz y d?z parau=0,v =0. 


dz ] 
3411. Hallar < y a, s] 


2=x 4 y", 
donde y = y (x) se determina por la ecuación 
e— y y =1l. 
3412. Hallar 22 y 22 y 
gx dy 
tz 
y 
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donde z se determina por la ecuación 
me xe* + ye, 
3413. Supongamos que las ecuaciones 


== 10,0), y=Y (4,0), 2=x (4, 0) 


E e a la) a 
determinan a z como función de x e y. Hallar An y 5" 


3414. Sean 
x—q(4, Y), y =0w(u, 0). 


Hallar las derivadas parciales de primero y segundo órdenes de las fun- 
ciones inversas: u =4 (x, y) y »=v(x, +). 


du 0 .—. 
3415. Hallar 2, aye o nes 


Ñ Ú . o A PS . 
a) x=ucos—, y=usinf; b)xx=e +Husino, y—e"-—ucoso, 


3416. La función u =u (x) se determina por el sistema de ecuaciones: 


u=f1x, Ys 2, g(x, y, 7) =0, Rix, y, 2)=0, 
du du 
Hallar E 


3417. La función u = u (x, y) se determina por el sistema de ecua- 
ciones: 


u==f(x, y, z, 5, E (Y, z, )=0, hz, 1) ==0, 


Du 


du 
Hailar pp dy - 


< 


3418. Sean 


x= (0, 0,00), y=E(0,0,0), zZ=h(u, 0, w). 


du Qu Ou 
Hallar az 


3419. Supongamos que la función z =2 (x, y) satisface al sistema de 
ecuaciones 


Íx,y,2,=0, gl(x,y,2,f=0, 
donde í es un parámetro variable. Hallar dz. 
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3420, Sea u = f (Z), donde z es una función implícita de las variables 
x e y, determinada por la ecuación z=x-+ yo (2). 


Demostrar la fórmula de Lagrange 
a A du 
dy AS : 


Indicación. Demostrar la fórmula para n= 1 y aplicar el método de 
inducción matemática. 


3421. Comprobar que la función z = z (x, y), determinada por la 
ecuación 


D(x—az, y—b2)=0, (0) 


donde Y (1, v) es una función diferenciable arbitraria de las variables 
y v la y b son constantes), es solución de la ecuación 


Úz dz 
23 67 =1. 


Averiguar las propiedades geométricas de la superficie (1). 


3422. Comprobar que la función z =z (x, y), determinada por la 
ecuación 


donde D (u, y) es una función diferenciable arbitraria de las variables 
té y v, satisface a la ecuación 


3 o 
ex) Y — Yo) y 2— o: 


Averiguar las propiedades geométricas de la superficie (2), 


3423. Comprobar que la función z = z (x, y), determinada por la 
ecuación 


art by be D (rd y pz, (3) 


donde $b (u) es una función diferenciable arbitraria de la variable u, y 
a, bc son constantes, satisface a la ecuación 


da Oz 
(cy — by TH (az — cx) > bx — ay. 
Averiguar las propiedades geométricas de la superficie (3). 
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3424. La función z=2 (x, y) viene dada por la ecuación 
no 1 z 
by —|2 =y (2). 
Comprobar que 


22 yt 1 0% dz __ 
(— y 2) 5 + 2xy a 2x2. 


3425. La función z =z (x, y) viene dada por la ecuación 
FleHzyo!, y Az *=0, 
Comprobar que 
02 dz 
TIA? Y 


3426. Comprobar que la función 7 =2 (x, y), determinada por el sis- 
tema de ecuaciones 


*xcosa-- ysina + lnz=f(a), t 
—xsina-—ycosa—=7f (a), | 


donde a; = a (x, y) es un parámetro variable y f (0) es una función dife- 
renciable arbitraria, satisface a la ecuación 


(5) +(5) ==. 
3427, Comprobar que la función 
2=21x, y), 
dada por el sistema de ecuaciones 
amo 4 700), ) 
241, | 


satisface a la ecuación 


3428. Comprobar que la función z =z (x, y), dada por las ecuaciones 


E—/()=x* y— a), 
[—(011f (a) =ax”, 
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satisface a la ecuación 


dede 
xd Y 


3429. Comprobar que la función z =z (x, y), dada por las ecuaciones 


O 
0=x + yop (0) + y (a), 


satisface a la ecuación 


dz Pz y! 3 
dxi gy? ) 


34530. Comprobar que la función implícita z =z (x, y), determinada 
por la ecuación 


yJ= xP (0) + (2), 


satisface a la ecuación 
02 1* 0? dzdz 0% 2 * 0% 
6 dxi ay dx dy +(5) q =0. 


S 4. Cambio de variables 


1.” Cambio de variables en una expresión que contiene derivadas or- 
dinarias. Supongamos que en la expresión diferencial 


A=06 9 La a 0 


se necesita pasar a las nuevas variables: 7 será la variable independiente 
y u la función, que están ligadas con: las variables anteriores x e y por 
las ecuaciones 


1=J(t, 4), y =8(t, u). (1) 
Derivando las ecuaciones (1), se obtiene 
08 0g , 
ara 
Ud: JAN JU 
ta 


Análogamente se expresan las derivadas superiores y... ... 
Definitivamente, resulta: 


A=0, (t, ll, ur Ut A 
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2.? Cambio de las variables independientes en una expresión que con- 
tiene derivadas parciales. Si en la expresión diferencial 


dz 0 02 2 dz 
ci £ (a, tr dy! dx? gx Oy" Oy* 0.) 


se hace 
x=jJ(u. 0), Y =g(4, 0), (2) 


donde u y » son nuevas variables independientes, entonces las denvadas 


¿ : de 0 da : 
parciales sucesivas so 3 , +. se hallan de las siguientes ecuaciones: 


dz __0z of 0z 0g 

du dx du | dydu* 

dz __0z of Oz 0g 
—x du * ¿yon” 


etc. 

3. Cambio de las variables independientes y de la función en una ex- 
presión que contiene derivadas parciales, En el caso más general, si se 
tienen las ecuaciones 


x=) (4, 0, w), y=g(u, 0, 0), 2=h(u, vu, 10) (3) 


donde u y y son nuevas variables independientes y w = w (u, ») es la 
0z ES , 
nueva función, entonces, para las dernvadas parciales dx* dy se 
obtienen las siguientes ecuaciones: 
dfÓf , Of 0wY , 0z/0d2 , 0góow 0h dw 
da ata) rt se) = ER du > 


af dm dzfóg , 0g du 0h dw 
Es o taa) = = 2 boo do” 
etc. 


En algunos casos de cambio de variables, es conveniente utilizar las 
diferenciales totales. 


Problemas: 


3431. Transformar la ecuación 


yy" —3y"=x, 

tomando y por nueva vanable independiente. 
3432. Transformar del mismo modo la ecuación 
y y -—10y'y"y "4 15y" = 0, 
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3433. Transformar la ecuación 
a 2 ” 
YI HT Y q] y=0, 


tomando x por función y f = xy por variable independiente. 
Introduciendo nuevas vanables, transforma 1s siguientes ecuaciones 
diferenciales ordinarias: 


3434. ¿y Y|xy + y=0, Si x=e!, 

3435. y"=?Y, si ¿=In|x). 

3436. (1—x%) y —xy proy=0, si x—cosf, 

3437. Y Ly hx+ ¿E y=0, si x=I0tg3. 
x 


loa 
3438. YH+pi0)y+F3lo)y—0, Si y=ue  * ypOd)eCcÓO 
3439. xy" | xyy —2y=0, si x=eé , y=ue*, donde 4==u (0. 
3440. (I+ExYy=y, Si x=tgf ) y= 


171 
vosi» donde 4 =u (1). 


3441. (1-*Py=z—y, Si x==til, y=¿, donde a=u(0). 
3442 Y Hix+ynd0dHyY=0, si x=u+pf> y=u-—t, donde 


y ==4lf). 
y 1.” 1 : ¿ 
3443, y —y xy —y=0, Si o r=7 “y =$, donde 
==: (é. 
3444. Transformar la ecuación de Stokes 


" Áy 


IE 
haciendo d 
2 y a *—a 
O ba 0 x— b 


y tomando « por función de la variable f. 
3443. Comprobar que si se transforma la ecuación 


d d 
qa + 900y=0 
mediante la sustitución x = y (E), en la ecuación 
dt d 
POZA), 
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entonces 


-—_ 


= [29 190044" (0 [069] 7. 


3 
2 


PpPE0Q0+C0n an] 


3446. En la ecuación 
DO, y, y)=0, 
donde $ es una función homogénea de las variables y, y”, y”, hacer 


Ju ax 


y=* 
3447. En la ecuación 
FE(OyY, xy", y) =0, 


donde Fes una función homogénea de sus argumentos, hacer 


3448. Demostrar que la ecuación 
gua +y% ee 3yy"=0 


no cambia de forma al hacer una transformación homográfica 


— AE Am+<, AER bn AC 
aitor Tabo 


Indicación. Expresar la transformación dada en forma de una compo- 
sición de las transformaciones elementales: 


ai pr y, y=Y; 
1 


x==> Y =1 


XA" Xy 


X a+ bn +e Y 0 + bm + Cs 
3449. Demostrar que el Schwarziano 


AMO 3 ap 
S[m== OT 15 S) 


Lp, 
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no cambia su valor al hacer una transformación lineal fraccionaria 
_ax(t)4-b 
Y 0 (ad — bc 0). 
Transformar a coordenadas polares r y pp, haciendo x = r cos p, 
y =r sin p, las siguientes ecuaciones: 


dy > x+y 
3450. ==" 


3451. (xy — y =2xy (1-4 y). 
3452. (4 yY y =(x 4 yy). 


3453. Transformar a coordenadas polares la expresión 


dd 
xy — y 


3454. Expresar la curvatura de una curva plana 
k——l9s) 
dy 


en coordenadas polares r y y. 
3455. Pasar a coordenadas polares en el sistema de ecuaciones 


dx z A dy , 
q IRA ARA y ey) 
3456. Transformar la expresión 


dy 2y 


VI q 


introduciendo nuevas funciones 1 =WM + p=arctg 2. 
3457. En la transformación de Legendre, a cada punto (x, y) de la 
curva y = y (x) se le pone en correspondencia el punto (X, Y), donde 
X=y, Y=xy-—y. 


Hallar Y' Y”, Y” 


Introduciendo nuevas variables independientes £ y 7, resolver las si- 
guientes ecuaciones: : 


dz  0z y 
3458. TH" sa E=sxtby,)n=x—y 
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dz 0 e 
3459. y ¿1 =0 si Ex, ny 
Oz Oz oe 
3460. a +45 =1 (a + 0), Si g=x, n=y-— bz. 


dz 07 . < Y 
3461. >> SI ¿g=X, MATES 
Tomando u y v por nuevas variables independientes, transformar las 
siguientes ecuaciones: 


3462. eV l + y* Z y, si 
u=Inx v= y +VMTF 3 
07 o : 
2463. +) — (e 3 =0, si 


u=1n Paty y ; o=erctgl, 
dz 0z A : 
3464 ¿hy 2 AVIAR si 


1=2 ys e=24 Yiye 


_07 02 __x ; 
3465. x a cda a sl 


u=2x— z? > U= pd 

2 
o Oz dz = 
3466. (+ 40 AD Say zo si 


U=XFPL y) UEZYE EZ 


3467. Transformar la expresión 
. xXx dz > Oz a t 5 xy 
le cda dE rial A 
tomando por nuevas variables independientes 
E=y+ze*, n= =x-pze”. 


3468. Transformar la expresión 


haciendo 
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3469. En la ecuación 
Ou du du 
dx Ta To 0 
hacer 


E=x, yn =y—x, [=2—x 
3470. Transformar la ecuación 
dz dz 
27 +y A. 


tomando x por función e y, z por variables independientes. 
3471. Transformar la ecuación 


2 9 
VD FU+HDÍ=0, 
tomando x por función y 
U=y—2Z, V=Y 4-2 


por variables independientes. 
3472. Transformar la expresión 


(2) ea), 


tomando x por función y 


por variables independientes. 
3473. En la ecuación 


Obra ed dy Ry do 


hacer 


E=x—u, PU —y—1, EC —Z2—U 


Pasar a las nuevas variables u, v, w, donde w = w (u, y), en las siguien- 
tes ecuaciones: 
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3474, y —x 5 (y —£)z, si 
2 I 
=x+y", dd w=In 2 — (xy) 
3475. rr dz__ si 


l 1 
A 
Y x 


3476. E A IG A 32, si 
UTZ=YZ—X, UIZXZ—Y, WIXAY—Z, 
d2y* 82N*__ “¿Oz 0z : 

8477. (+2) + (95) 0 Si 


LM, PEO, E. 


3478. Transformar la expresión 


haciendo 


u=InV iy, o—artgz, w=x-+y-+x, 
donde w = w (u, v) 
3479. Transformar la expresión 


dz de 


AR “dy? 


haciendo 4 =xe?*, v= ye”, w=z8?, donde w = w (u, y). 
3480. En la ecuación 


du 
tr 


=2,9=£, E=z w=2, donde w=w(E, y, £). 


hacer É AS 


Transformar a coordenadas polares + y p, haciendo x =r cos €, 
y =r sin pp, las siguientes expresiones: 


348t. Y 3483. a) +) 
3482. a dy 3484, o 
3485, w=x' qq gd St 

3486, w=y* $2 — y ra (ty 5) 
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3487. En la expresión 


dudo dudo 
dx dy dyds 
hacer x =F COS Pp, Y =r sin p. 
3488. Resolver la ecuación 
Mu Ou 
0 + 


introduciendo las nuevas vanables independientes 
E=x—at, y =x-+0l, 


Tomando u y v por nueyas variables independientes, transformar las. 
siguientes ecuaciones: 


0% 22 0 dz , 02 
8. taa ap hata =0 3 
t=x py 2, .—=x—y1, 
nm 07 a dz dz da - 
3480. (4x0 7 4 y DEA E TyrG=0% si 
u=l(x-PVI1+x o, v=l(y+V1+y3. 


, 0% 9 ez 1 Oz 0 
3491. ax A Y jr Y (a, b, ce son constantes), 
51 
u=Ihx , v=lny. 


0% 27 : 
3492, iz 0, 51 


4 = z v= y 
SA , e A pyt? 


0% 2 o ó 
3493. a gr mi=0, SI 
x=e"cosv, y=e"sinw, 
Pz 9% __ lo A 
Il 2 7 0 > 
u—=x—2Vy , v=x+2V y, 


y Pe AC z 
3495. x PE aa 0 51 


3494. 


u= xy P=— 
Y os y 
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s 0% $* ] 
3496, x* 5 — (e + a Y 0 si 


l 1 
u=x+y , o +7: 


: 9 
3497, E y +yz bx x= Sl 
=p ly), o=xp. 
1 Y oz A Pol z 
3498. x* 57 — 2£ sin y ¿roy E Sin Ja, SÍ 
U=xtg + » U=X. 


3499. x + —y > =0 (0 >0, y >0), si 
(q 0", y=(1—o). 


(al 


U=Xx , U=yH2 


3500. > 


3501. Mediante el cambio lineal 
=x+4Ay, =Xx+A,y 
transformar la ecuación 


Cu Pu du 


donde A, B y C son constantes y AC—B? <0, a la forma 


ou 


En. 


Hallar Ja forma general de una función que satisface a la ecuación (1). 
3502. Demostrar que la forma de la ecuación de Laplace 


dz az 
no varía al hacer cualquier sustitución no degenerada de vanables 


=0Q (4, 0), y—=w(4, uv), 
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que cumpla las condiciones 


3503. Transformar las ecuaciones 


Ou Pu 


3) Mm==>++ ay =0; b) Á (Au) =0, 
haciendo u =f (r), donde 7=V 34 y? 


3504. ¿Qué forma toma la ecuación 


Tw 


dx 04 pen=0, 


si se hace 


w=/(u), 
donde 1 =4x — Xp) (y — Jo)? 


3505. Transformar la expresión 


0%u %u du 


A=x ox? Ty doy ' dx* 


haciendo 
a+ y=X, y =X?Y. 


3506. Comprobar que la ecuación 
o 0 dz 
+2 200 y PY 0 
no cambia su forma al hacer la transformación de variables 
x=UuwU0 , IF=3 
3507. Comprobar que la ecuación 
az diz dz 
3 +? aj tar 
no cambia su forma al hacer el cambio de variables 


u=x+z » u=y+Zz 
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3508. Transformar la ecuación 


ed a +y2 ar + tr 0 
haciendo 
=16 y=EbL 2=En. 
3509. Transformar la ecuación 


A 
+ Oxi MS ez $ o TA xo ÓXy 


=0, 
haciendo 
JN GA A AL AG Xp RM 
3510. Transformar la ecuación 
pr Pu . ís u S a 
ar E EN 2xy ay + 2az A) 2 e 


haciendo 
a E a 
ES ME L=y—2. 


3511. Transformar las expresiones 
io +) +(%) 
e a + dz* 


a coordenadas esféricas, haciendo 
x=rsinbcosq, y=rsinbsin, z==/cosf. 
Indicación. Expresar el cambio de variables en forma de la composi- 
ción de dos sustituciones parciales 


x=Rcosp y=Rsiaq e=2 
y 
R=rsn0 p=q, z2=rco0só, 
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3512. En la ecuación 
de % d: g2N” 
c+) = (8) + (6) 
introducir una nueva función w, haciendo w=2?*. 
Tomando « y v por nuevas variables independientes y w = w (u, v) 


por nueva función, transformar las siguientes ecuaciones: 


diz 2 : Xx 
3513. Jam + 2 2 a SI AR V=X, W=X2— Y. 

oz dz . NN 4 E 
3514. 3 — EME SI 4=X 4 Y, 0237, WU, 
O cd pe : 7 a 
3515. 7 +2 TR 51. u=x+y v=x—y, 

A 
A O A A 

3516. aa HR si (==, =>, W=20, 

92 9% gy Oz . 
3517. Eo Ey (148) fia, si 


U=x, v=x Ly, w=x+ yz. 


na 0 
3518, (1—% 55 +0—y” 7 = 


dz da : 6 
Ed ri si x=sint, 
y=5lnv, 2=8?. 
dz dz 1 : 
3519. (1 —x?) EF A 3.0 (al Ly SL 


=> (y Harcoos »), v= + (y —arccos x),10= 2 MVA —x0, 


¿Ah e 
Pz 0% dx “y 34) z 
38520. atra 2 a eo MS dr sl 


A 
VE 


3521. Demostrar que toda ce 


u=x-+y, V=Xx— Y, W= 


gtz 
oe ES cr =0 


(a, b, e son constantes) mediante la sustitución 


z=ue*+p 


donde « y fá son constantes y uy =u (x, y), se puede reducir a la forma 
13 +e41=0 (ec, =const). 
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3522, Comprobar que la ecuación 


dx" dy 


no cambia su forma al hacer la sustitución de variables 


donde u' es una función de las variables x”, y”. 
3523. En la ecuación 


7 mE q 7 
IMAN 2494280 33, 20H 30, 


z 


92 
y q= -— ,haceru=x+z,v=p+zw=x+y+2, 


donde p= 
considerando que w = w fu, v). 
3524. En la ecuación 
. En » Pu 2 du? du? 04 y? 
Y SY) A? de =(x7,) +(y 7) +(2 A) 


hacer x=el, y=E", zo=é, n=e", donde w—= 0 (E, ", E). 


3525. Comprobar que la forma de la ecuación 


Pz de Pz y =0 
de de Lóoxdy) 


no varía, cualquiera que sea el papel que desempeñen las variables x, y, 
z entre sí. 


3526. Resolver la ecuación 
day? 0% did: Pe don? 0% 
(5%) 254 Ha) a=0 


tomando x por función de las variables y y z. 
3527, Transformar la ecuación 


óz 02: de de dí Oz de d210 ye 
a jos +28 (2 joa Ec ló )a0 
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aplicando la transformación de Legendre 


donde Z=Z(X, Y). 


8 $, Aplicaciones geométricas 
12 Recta tangente y plano normal Las ecuaciones de la recta tan- 
gente a la curva 
x= (0). y=v1(b0. z=x) 


en su punto M (x, y, z), tienen la forma 


A AAA — 
—i 


La ecuación del plano normal en este punto es: 


dx dy il DE NN 
RE 2 ie al 
22 Plano tangente y recta normal. La ecuación del plano tangente a 
la superficie z =f (x, y) en su punto M (x, y, z), tiene la forma 
a 


dz , Oz 
2 -2=3 (0 +70 — y). 


Las ecuaciones de la nomal en el punto MM, son: 
Ae ==. 2d 
A E 
Ox 0y 


Si la ecuación de la superficie viene dada en forma implícita 
F (x, y, 2)= 0, entonces, se tiene respectivamente: la ecuación del plano 
tangente 


OF 


OF aF 
qn XD Ez O e 1=0 


y las ecuaciones de la normal 


——_É—kÉ_—hk——-Po—É—É_——— a 
—— — 
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3.” Curva envolvente de una familia de curvas planas. La curva envoL 
vente de una familia monoparamétrica de curvas f(x, y, )=0(wes un 
parámetro), satisface al sistema de ecuaciones: 


Fx, Hr a)=0, Fx Me aj)=0. 


4.” Superficie envolvente de una familia de superficies, La su- 
perficie envolvente de una familia monoparamétnca de superficies 
F(x, y, z, 4) =0 satisface al sistema de ecuaciones: 


F (x, f 2, a)==0, Fl íx, H, 2, aj)=0, 


En caso de una familia biparamétrica de superficiesb(x, y z, a. f)=0, 
la superficie envolvente satisface a las siguientes ecuaciones: 


D tx, Y, 2, 0, Bp=0, D, (x, hh Z, Q, $) =0, D. De, Y 2, Q, p)=0. 


Problemas: 

Escribir las ecuaciones de las rectas tangentes y planos normales en los 
puntos dados a las siguientes curvas: 

3528, x=acosacosf, y==asinacost, 2—asint; en el punto 1=17. 


3529. x=asin f, y) =bsintcost, z==ccos*f; en el punto / = a : 


3530. y=x,2=x*;en el punto M (1,1, 1). 

3531. 1? +2 =10, y? +22 =10:en el punto M (1, 1, 3). 

3532. xx +y3+2=6x+ty+z = 0; en el punto M (J, -2, 1). 

3533. Hallar un punto en la curvax=1,y=+**, 2=2* de modo que 
la recta tangente en éste sea paralela al planox + 2y+z=4, 

3534, Demostrar que la recta tangente a la hélice x = a cost É 
y =a4 sin £, z = bt forma un ángulo constante con el eje Oz. 

3535. Demostrar que la curva 


1 . 
=aeé cost, y —ae' sin t, z=ael 


corta a todas las generatrices del cono x? +1? =2?2 bajo un mismo án- 


gulo. 
3536. Demostrar que la loxodrómica 


tg (++ 5) et (R= consi), 


donde yp es la longitud y y la latitud del punto de la esfera, corta todos 
los meridianos de la esfera bajo un ángulo constante. 


3537. Hallar la tangente del ángulo formado por la recta tangente a 
la curva 
Xx — Xp _Y— Ha 
cosa sine 


2=f/(x, y, 


t 
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en el punto My (Xo, Yo) y el plano Oxy, donde f es una función dife- 
renciable. 


3538. Hallar la derivada de la función 
Xx 
A 
Varia 
en el punto M (1, 2, —2) en dirección de la recta tangente a la curva 
x=t, y=28f, ¿=-—2f. 


en este punto. 
Escribir las ecuaciones del plano tangente y de la normal a las siguien- 
tes superficies en los puntos indicados: 


3539. z=x? + y?;en el punto Ma (1, 2, 5). 
3540. x? + y? +2? =169; en el punto My (3, 4, 12). 


3541. z =arctg Es :en el punto Mo (a t, 7) 
x 


3542. ax? + by? + cz? =1;en el punto My (<p, Yo. Zo). 
3543. z=y+In ESTA «enel punto My (1, 1, 1). 
z 


| A 
3544. 27 4-27 =8; en el punto My (2, 2, 1). 


3545. x=acos y cos p, y =bcospsinp, z=esinyp; en el punto 
MolPo, Yo) 

3546. x=rco0sp, y=fsinq, 2=r ciga; en el punto Mo (Po, Fo). 

3547. x=ucosu, y =usinv, z==4av; enel punto My (o, Vo). 

3548. Hallar la posición límite del plano tangente a la superficie 


x=ubw, y=uedJdo, 2=e4 Lo, 


cuando el punto de contacto M (u, y) (1 + v) se aproxima indefinida- 
mente hacia el punto Mo (Up, ug) de la línea del borde u = y de la su- 
perficie. 


3549. Hallar en la superficie 
LL 2y? 32 +4 2xy | 2x2 4-4y2 =8 


los puntos en los que los planos tangentes son paralelos a los planos 
coordenados. 


3550. ¡En qué punto del elipsoide 
Pa Val Zi 
Erart—o! 
ta normal a éste forma ángulos iguales con los ejes coordenados? 
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3551. Trazar los planos tangentes a la superficie 
+ 2y* 432 =21 
que son paralelos al plano 
x | 4y-/-62 =0, 


3552. Demostrar que los planos tangentes a la superficie xyz = 
= a? (a > 0) forman con los planos coordenados un tetraedro de volu- 
men constante, 


3553. Demostrar que los planos tangentes a la superficie 
VIV Vz3=V8  (a>0) 


cortan en los ejes coordenados segmentos cuyas sumas son constantes. 
3554. Demostrar que los planos tangentes al cono 


= Z 
—0((2) 
pasan por su vértice. 
3555. Demostrar que las normales a la superficie de revolución 


¿=[VEFJO 10 


se cortan con el eje de rotación. 
3556. Hallar las proyecciones del elipsoide 


iy zooxy=1 


sobre los planos coordenados. 


3557. El cuadrado (0<x<1,0<y=<l) se ha dividido en un núme- 
ro finito de partes o de diámetro < 5. Acotar superiormente el número 
8, si las direcciones de Jas normales a la superficie 


2=1l—x —y 


en cualesquiera puntos P (x, Él y P, (X,, Y,), pertenecientes a una mis- 
ma parte o, difieren menos de 1% 


3558. Sea 
2= f(x, y), donde (x, y) € D, (1) 


la ecuación de una superficie y p(P,,P) el ángulo formado por las nor- 
males a la superficie (1) en los puntos P(x, y)ED y P,(x,,y,)€D. 
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Demostrar que, si el recinto D está acotado y es cerrado y la función 
f(x, y) tiene derivadas acotadas de 2% orden en el recinto D, entonces 
se verifica la desigualdad de Liapunov 


a A 3 
donde C es una constante y p (P,, P) es la distancia entre los puntos 2 
y P;. 
3559. ¿Bajo qué ángulo se cortan el cilindro x? + y? =a*? con la su- 
perficie bz = xy en el punto común My (Xo, Yo, Zo)? 


3560. Comprobar que las superficies coordenadas respectivas a las 
coordenadas esféncas 


i+yjzr=r”, y=xtep, + y=2 tg” 
son ortogonales entre sí. 
3561. Comprobar que las esferas 


py 2 2ax,x* 4 y Y 2*=2by, ty 2 —2c2 
forman un sistema triortogonal. 


3562. Por cada punto M (x, y, z) pasan, paraA =A,,A=A,,A= Ag, 
tres superficies de segundo orden: 


a tha —1 (a >b> c> 0). 


da que éstas son ortogonales entre sí. 


3563. Hallar la derivada de la función u =x +y+2 en la dirección 
de la normal exterior a la esfera 


2+y4zm1 


en su punto M) (Xó. Yo Zo): 
¿En qué puntos de la esfera la derivada normal de la función u tiene: 
a) el valor máximo, b) el valor mínimo, c) es igual a cero? 


3564. Hallar la derivada de la función u = x? + y? +2? en la direc- 
ción de la normal extenor al a 


ar + 57 +3 
en su punto Ma (9, Yo, Zo). 
3565. Sean oe y > las derivadas normales de las funciones u y 


v en un punto de la superficie F(x, y, 2) = 0, Demostrar que 
e) a) d 
5 (o) mt E 5 
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Hallar las envolventes de las familias monoparamétricas de las curvas 
planas: 

3566. xcosa + ysina—p (p = const). 

3567. (xa E, 


3568. Y=koc + (a =const). 3569. Y =2px+p! 


3570. Hallar la curva envuelta por un segmento de longitud / cu- 
yos extremos se deslizan sobre los ejes coordenados. 

; 2, p 

3571. Hallar la envolvente de las elipses = =1, de árca cons- 
tante $, 

3572. Hallar la envolvente de las trayectorias de un proyectil lanza- 
do al vacío con una velocidad inicial Yo, al variar en el plano vertical el 
ángulo de lanzamiento a. 

3573. Demostrar que la envolvente de Jas normales de una curva pla- 
na es la evojuta de esta curva. 


3574. Averiguar el carácter de las curvas discriminantes de las fami- 
lias de líneas siguientes (c es un parámetro variable). 

a) parábolas cúbicas y = (x — 2)?; 

b) parábolas semicúbicas y? = (x — ey? ; 

Cc) parábolas de Neil y? =(x — cc); 


d)estrofoides (y — e? =x? £7% 
E a 


3575. Determinar la envolvente de la familia de esferas de radios Fi 
cuyos centros están situados en la circunferencia x =R cos £y=R sin £, 
2 =0 (1 es un parámetro, R >). 


3576. Hallar Ja envolvente de la familia de esferas 
(1 — feos 01) + (y —f cos BY + (z— £ cos y == 1, 
donde cos*a: + cos?f + cos?y=1 y 1 es un parámetro variable. 
3577. Determinar la envolvente de la familia de elipsoides 


Y y g* 
a Trtba=), 
de volumen constante Y. 


3578. Hallar la envolvente de la familia de esferas de radio f£, CUYOS 
centros están situados en la superficie del cono x? + yt =32, 


3579, Un punto luminoso está situado en el origen de coordenadas. 
Determinar el cono de la sombra arrojada por la esfera 


ZIP T L—  2— z,)* < RR, 
14 Fr za > RR, 
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3580. Hallar la envolvente de la familia de planos 
2— 2, =PAx — Xx) 490 — Y)» 
si los parámetros p y q están ligados por la ecuación 
p+a=1. 


$ 6. Fórmula de Taylor 


12 Fórmula de Taylor. Si la función f (x, y) tiene en un entorno del 
punto ía, b) derivadas parciales continuas hasta el orden h + 1 inclusive, 
entonces en este entorno es válida la fórmula 


E y=t 04 Y [o + 03] a parís 0 (0) 
donde 
I d d n+1 
Ra 6 = m5 (A Y) | Ha, (<—a), b+9, (y — 5) 
0<8,< 1). 


2.2 Serie de Taylor. Si la función f (x, y) es infinitamente diferéncia- 
ble y lim R,(x, y)=0, entonces esta función admite una expresión en 
n+0 


forma de serie de potencias 
Dm 
n=! 0+ Y, qq ida ray (2) 
EE DES h 
411 
Los casos particulares de las fórmulas (1) y (2) para a =b=0 se lla- 
man fórmula de 'Mac-Laurin y serie de Mac-Launin, respectivamente. 
Subsisten unas fórmulas análogas para las funciones de más de dos 
variables. 


3.* Puntos singulares de las curvas planas. Un punto My (Xp, Yo) de 
una curva diferenciable F (x, y) =0 se llama singular, si 


EF (Lg Y) =0, F (Es Ya) =0, F ¿Ugo Y) =0 
Sea Mo Qto, Yo) un punto singular aislado y supongamos que 
A=Fl¿ le 1) B=Fspíto Y C=F y (2 90) 
no son todos iguales a cero. Si 
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1) 4C-B? >0, My es un punto aislado; 
2) AC-B*<0, M) es un punto doble (nodo); 
3) AC-B*=0, M, esun punto deretroceso o un punto aíslado. 


En el caso 4 =B =C=0, son posibles unos tipos más complicados de 
puntos singulares. Para las curvas que no pertenecen a la clase C(??, pue- 
den encontrarse singularidades de naturaleza más complicada: puntos de 
interrupción, puntos angulosos, etc. 


Problemas: 


3581. Desarrollar la función f(x, y) =2x*—- xy — y* — 6x—3y +5 
según la fórmula de Taylor en un entorno del punto A (1, —2). 


3582. Desarrollar la función f(x, y, 3=x"+y'42—3xyz 
según la fórmula de Taylor en un entorno del punto A (1, 1, 1). 


3583. Hallar el incremento obtenido por la función f (x, y) = 
=x?*y + xy? —-2xy, al pasar de los valores x =1,y=-— l a los valores 
x=1+4y,=-1+k. 


3584. Desarrollar f (x + h, y + k,z + 1) según las potencias enteras 
positivas de 1, k, 1, si: 


FA, y, 2 =Ax* + By*4-C2? 4 2Dxy + 2Exz 4 2F yz, 


3585. Escribir los términos hasta el segundo orden inclusive del de- 
sarrollo de la función 


Fix, y ==" 
en un entorno del punto A (1, 1). 
3586. Desarrollar la función 


Fix, y =V 1—x— y” 


según la fórmula de Mac-Laurin hasta los términos de cuarto orden in- 
clusive. 

3587. Deducir unas fórmulas de aproximación con precisión hasta 
los términos de segundo orden para las expresiones: 


COS x_ xt y 
) cos y? 9) arg xi py” 


silx] e |y | son pequeños en comparación con 1. 
3588. Simplificar la expresión 


Cos (14 y +2) — COS x COS Y COS z, 


considerando que x, y, z son pequeños en valor absoluto. 
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3589. Desarrollar la función 


Flo, y= Yeh, de y m4 
db flo—h ISO y — ml — FAX, Y) 
según las potencias de h con precisión hasta 4%, 


3590. Sea F(P)=f (e, y) y Pi (Qi, y) (6 = 1,2, 3) los vértices de un 
triángulo regular inscrito en una circunferencia con el centro en el pun- 
to P (x, y) y de radio p, siendo x, =x + p, y; =)y. Desarrollar la fun- 
ción 


=> AP) EME) ESP) 


en potencias enteras positivas de p con exactitud hasta p?. 
359]. Desarrollar la función 


Ay la, Y = MH y AA TA NP IES y). 
según las potencias de h y K. 


3592. Desarrollar la función 
1 ñ ] 
Fl => $ 7 Gee cos q, y+Hosia q) dq. 


según las potencias de fp. 
Desarrollar en serie de Mac-Laurin las siguientes funciones: 


3593. / (1, Y=(0 0714 y)". 
3594. f(x, Y» =In(l +x-=+y). 
3595. fix, y)=€? sin y. 

3596. f(x, y)=e*cos y. 

3597. fix, y)=sin xsh y. 

3598, f(x, y) =cos xch y. 

3599. f(x, y) =sin(x* + y”). 

3600. fix, y) =1Int1 + x) in (1 + y). 


3601. Escribir tres términos del desarrollo en serie de Mac-Laurin de 
la función 


pu y=[0tarra 


2 


3602. Desarrollar la función e** en serie de potencias enteras posi- 
tivas de los binomiosx — 1 e y +1. 
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3603. Escribir el desarrollo en serie de Taylor de la función f (x, 1)= 
= 2 enun entorno del punto M (1, 1). 
y 


3604. Sea z la función implícita de x e y, determinada por la ecua- 
ción 2? —2xz + y =0, que parax=1,y= 1 toma el valor 2 = 1. 

Escribir unos cuantos términos del desarrollo de la función z en po- 
tencias crecientes de los binomios x— 1 e y —-1l. 

Estudiar los tipos de puntos singulares de las siguientes curvas y te- 
presentar aproximadamente estas curvas: 


3605. y —ox by, 3609. (4 ya" (1 — y), 

36065, "+ y'—3xy=0. ' 3610, GU—i=x,. 

3807. ¿—yY=x4 y 3611. (a+ xy =la—x)x1, 

3008. 4 yx". 

3612. Estudiar la forma de la curva y? = (x — ix —b)(x—«c)en 
dependencia de los valores de los parámetros a, b, e (a <b<c). 

Estudiar los puntos singulares de las curvas transcendentes: 


3613. y= ¿an e ] 
3614. y= ] —e 3617. y = arctg ( e , 
8615, y=xl0x. 3618. y =sin =. 
3616. y=-—2 3619. y? sin x”, 


E 8620. y —sin' x, 
I+er 


S 7. Extremos de una función de varias variables 


1.2 Definición de extremo. Sea FCP)=f(x1,X2,... xn) una función 
definida en un entorno del punto Po. Sif (Po) >F(P), o bien f (P,)< 
<f (P), para 0 < p (Po, P)< 5, se dice que la función f (P) tiene un ex- 
tremo (un máximo o un mínimo, respectivamente) en el punto Po. 

2.* Condición necesaria de extremo. Una función diferenciable f (P) 
puede tener extremo solamente en un punto estacionario Py, o sea, en 
un punto ta] que df (P,) = 0. Por consiguiente, los puntos de extremo 
de la función f (P) satisfacen al sistema de ecuaciones Le Ar. An) = 
=0=S Loa 

Condición suficiente de extremo, La función f (P) tiene en el pun- 
to Py: 


rn 
a) un MÁXIMO, Si df (P,)=0, 4 (P)<O para Y) [dx] 50. 


¿=1 


.o. . A 
b)un mínimo, si df(P,)=0, PHP)>0 para Y 1dx,1 5 0, 
í=1 
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La averiguación del signo de la diferencial de segundo orden d?*f (P,) 
puede efectuarse mediante una reducción de la forma cuadrática co- 
rrespondiente a la forma canónica. 

En particular, para el caso de una función f (x, y) de dos variables 
independientes x e y, en el punto estacionario (xo, m0 ad vo) =0) 
con la condición D = AC -— B? %0, donde A = fíz (Xo, Yo), 
B =f xy (o, Yo) E= =f yy (Xo, Yo), se tiene: 

l)un mínimo, siD>0, 4 >0(C > 0); 

2)un máximo, si D >0, A<O0(C<O); 

3)no hay extremo, si DO <O0. 


4.* Extremos condicionados. El problema de la determinación de los 
extremos de la función f(P)=f(x,,..., xa) habiendo una serie de rela- 
ciones y (P)=0 (i=1,...,m;m< n) se reduce a la búsqueda de los ex- 
tremos ordinanos para la función de Lagrange 


LIP= HP) Y te), 
donde A; (¿= l,..., 1) son factores constantes. El problema de la exis- 
lencia y el carácter del extremo condicionado se resuelve en el caso más 
elemental, basándose en el estudio del signo de la diferencial de segun- 
do orden d?L (Po) en el punto estacionario Pa de la función £ (2), con 
la condición de que las variables dx,,..., dx, estén ligadas por las rela- 
ciones 


n 
e Pigxy=0 (i=bk ...,m)- 
i=1 sd 

$. Extremos absolutos. Una función f (P), que es diferenciable en 
un recinto cerrado y acotado, alcanza sus valores máximo y mínimo en 
este recinto en un punto estacionario o en un punto de la frontera del 
recinto. 


Problemas: 
Avenguar los extremos de las siguientes funciones de varias variables: 
3621. z=x*+(y— 1). 3624. z=x* E)" — 2x4 y. 
3622. z=x* —(y— 1. 3625. 2=x y (6 —= x— y). 
3623. 2=(x— y +1). 3626. z=x*" 4 y —3xy. 


3627. 2 =x"4-y*—x* —2xy— y”. 
3627.1. 2 =2x* + y* —x* — 2y?, 


3628. ¿=xy 047 (0>0, y >0). 
3629. 2=xy Y 1-£ E fa >0, $55>0). 
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a A 
3630. AER (tte orq20). 
3631. 2==1—YxFy, 
3680, 20 (84 — Gxy |-8y1), 
3633, 2=e""%(5—2x-+ y). 
3634. 2¿=(Sx + 7y — 25) +04 
3635. 2=%X +xy y? —4inx—10/)n y, 


3636. = sin x-+ cos y | cos (x — y) (05x< E; 0=< y 

3637. 2=sinxsinysin(x y) (0O<S<x<iu 0<y<m. 
DANTE Po A] Y 

3638. 2 =x—2y + InY Ty 423 arctg E 


3639. 2=xy ln (x* + y”). 
3640. z=x-+ y + ésin x sin y. 
3641. 2=(x 4 y rece, 
3642, 1= “+ y +2 4-2x 4 4y— 6z. 
3643, u=x" y 24 12xy 22. 
2 z* 
3644. ¿=x4 GHG PH (00, y >, 2>0). 


3645. u=xy"2 (a —x—2y—32) (a0>0). 
_ et e y yt 
(x>0, y>0, z>0, a>0, 5>0). 


3647. u=sinx-— sia y | sin z— sin (x+y-+2) 
Dersm 0<y=<xu 0<:<0xm. 


A 
ej 


3648. ¿=x, 8 (1 —x —2x,—... —AX,) 


E o 0. 
Xy 3 Xn 2 
3649. u==x, + CER o na 
(0, >0, == ER ... y mM, 
3650. Problema de Huygens. Entre dos números positivos a v hb hay 
que introducir 1 números X,, X2,..., Xy de tal modo que la fracción 


DE Xi 
Tlax) Px).. .(%. +0) 

sea máxima. 

Hallar los valores extremaJes de la función z de las variables x, y, da- 
da en forma implícita: 

3651. y" 42 2x4 2y —42—10=0, 

3652. 4 y 27— x2— yz 4-2x + 2y 22 —2=0, 

3653, ty pery=a* (1 + y? 251. 
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Hallar los puntos de extremo condicionado para las siguientes fun- 
ciones: 

3854, 2=x, si xLy=1, 

A UN - » A 
3655. E, sa +yx=l. 

2 2 : Xx 

3656, ¿== yr si LH =1 
3657. z=Ax* + 2Bxy + Cy", si “y =1. 
3657.1, 2=x4-12xy + 2y*, si 4x4 y? 20. 
3658. z==cos* x-+cos' y, si x—y == F 
3659. u=x— 2y + 2z, a iqy¿r=1. 
3660. u=x"y"2", St 

x+ky+z=a (10>0, 212 >0, p)>0, a0>0). 
3661. u=x 4 y 42%, 31 l 

244451 (0>5>c>0). 
3662, u=xyY28, si x+2y+432=a 
(> 0, y >0, z>0, a>0). 

3663. a=xyz, 31 Py z2m=!1l, xy 420. 
36631. u=xy>+yz, A4ym2, y p2=2 (x>0, y >0, 2>0) 


3664. 1= sinxsinysinz, Si x+y+2=>3 
(x>0, y >0, z>0). 
2 z ; 
36665. i= 54547 si +ypzrs!, 
xcosa + ycosp+zcosy=0 
(a>b>c>0, coa +eos*B cos? y = 1). 


3666. u=(x EP y NA RE, 
si Ax+Pley+C2=0 A+y42=R, 
ps Mt donde cota+cos*tp+cos* y=1. 
3667. u=xi+x 34H... Xx Sl 
42 P=l (> (=1,2 ..., 2) 
Ta 1 (a; >0; 1 ya n) 
3668. u=x" 4x0... (p>1) Ss 
a ++. xp =é (a > 0). 
3669. 1= 244... Pp, 81 
X * Xy 
Bio, b Br Bn = 1 (20, Bp2>0, x>0, I=1, 2, ..., 7. 


CAPITULO 6, CALCULO DIFERENCIAL DE LAS FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES 


3670. US XP Sl A AAA pa 


(a>0, a, >1, i=1,3..., 1) 
3671. Hallar los extremos de la forma cuadrática 
0= Y a,Xix,  (a;,==0,;) 
ij 
con la condición 


3672. Demostrar la desigualdad 


eN Pd A 
(2), 


sin2lyx>0 y>0 
Indicación. Buscar el mínimo de la función 2=3 ("4 y) con la con- 
dición x + y=3, 


3673. Demostrar la desigualdad de Bólder 


(20, 2320, dl, Zo. e RA, E Eó=1). 


Indicación. Buscar ej mínimo de la función 


con la condición 


3674. Demostrar la desi 


gualdad de Hadamard para un determinante 
A =| aj; | de orden »: 
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7. EXTREMOS DE UNA FUNCIÓN DE VARIAS VARIABLES 


Indicación. Examinar el extremo del determinante 4 = | 4; | con las 
condiciones: 


An 
A» ai == a Ad 


Determinar los valores máximo (sup) y mínimo (inf) de las siguientes 
funciones en los recintos indicados: 

3675. 2 =x—2y—-3, Si 

dEx<1!l, 0<y<!, 0<xty<=lÍ. 

3676. ¿=x*+4+y—12x + 16y, si “y <2, 

3677. 2=x=xy hy, si [xi4ly|<I1. 

3678. u=x "4 2yY 432) sí “y +2*< 100. 

3679. a=x+|y+Hhz si *4y<<l. 


3680. Hallar el ínfimo (inf) y el supremo (sup) de la función 


E 7 O 


en la región x >0, y >0, 2 >0. 


3681. Comprobar que la función z = (1 +e%) cos x — y e” tiene un 
“conjunto infinito de máximos y ningún mínuno. 


3682. ¿Es suficiente para el mínimo de una función f (x, y) en un 
punto My (Xo, Yo) que esta función tenga mínimo a lo largo de cada 
recta que pasa por el punto My? 

Examinar el ejemplo f (x, y)= (x— y?) (2 x —y?). 


3683. Descomponer un número positivo dado a en n factores posi- 
tivos de tal modo que la suma de sus inversos sea mínima. 


3684. Descomponer un número positivo dado a en ” sumandos de 
tal modo que la suma de sus cuadrados sea mínima. 


3685. Descomponer un número positivo dado a en n factores posi- 
tivos de tal modo que la suma de unas potencias positivas dadas de di- 
chos factores sea minima. 


3686. Se dan n puntos materiales en el plano, P, (x,, Y1), 
Pa (2, Y2d, +) Pan (Xn» Yn), cuyas masas son iguales 4 M,, M2, ..-. Mp, 
respectivamente. 

¿Cuál tiene que ser la posición del punto P (x, y) para que el mo- 
mento de inercia del sistema respecto de este punto sea mínimo? 


3687, ¡Cuáles deben ser las dimensiones de una bañera rectangular 
abierta de una capacidad dada V, para que su superficie sea mínima? 


3688. ¿Cuáles deben ser las dimensiones de una bañera cilíndrica 
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abierta, con una sección transversal semicircular, cuya superficie es igual 
a 5, para que su capacidad sea máxima? 


3689. Hallar un punto en la esferax? +y? +2? =1 tal que la suma 
de los cuadrados de sus distancias hasta n puntos dados M, (x;, yy, z/) 
(=1,2,..., n) sea mínima. 

3690. Un cuerpo consta de un cilindro circular recto que termina 
con un cono círcular recto. Dada la superficie total del cuerpo, igual a 
(2, determinar sus dimensiones de tal modo que su volumen sea máximo. 


3691]. Un cuerpo, cuyo volumen es igual a V, representa un parale- 
lepípedo rectangular recto, cuyas bases inferior y superior vienen ter- 
minadas por pirámides regulares y cuadrangulares iguales. ¿Cuál debe 
ser el ángulo de inclinación de las caras laterales de las pirámides respec- 
to de sus bases, para que la superficie total del cuerpo sea mínima? 


3692. Hallar un rectángulo de un perímetro dado 2 p, de tal modo 
que al girar alrededor de uno de sus lados se forme un cuerpo de volu- 
men máximo. 

3693. Hallar un triángulo de un perímetro dado 2 p, de modo que 
al girar alrededor de uno de sus lados se forme un cuerpo de volumen 
máximo. 

3694. Inscribir en una semiesfera de radio R un paralelepipedo rec- 
tangular de volumen máximo. 

3695. Inscribir en un cono circular recto un paralelepípedo rectan- 
gular de volumen máximo. 


3696. Inscribir en el elipsoide 
xt ip ai 
Ititba=1 


un paralelepípedo de vohumen máximo. 


3697. Inscribir en un cono circular recto, cuya generatriz | forma un 
ángulo a: con el plano de la base, un paralelepípedo rectangular tal que 


su superficie total sea máxima. 
2 


3698. Inscribir en el segmento de paraboloide elíptico ” = = + 
2 


+ m3 , 2 =C, un paralelepipedo rectangular de volumen máximo. 


3699. Hallar la distancia mínima del punto Mo (Xa, Yo, Zo) al plano 
Ax +By+C2+D=0. 


3700. Determinar la distancia mínima d entre dos rectas en el espa- 


cio 


o, 
=— 


fr, UN P, 
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3701. Hallar la distancia mínima entre la parábola y = x? y la recta 
x—y-— 2=0. 
3702. Hallar los semiejes de una curva central de segundo orden 
Ax* 4 2Bxy+Cy'=1, 


3703. Haliar los seriejes de una superficie central de segundo orden 
Ax* Y By? 4-C2* 4 2Dxy | 2Ey2 4 2Fxz= 1. 


3704. Determinar el área de la elipse formada en la intersección del 
cilindro 


7 A 
¿r=! 
y el plano 
Ax | By + Cz=0. 


3705. Determinar el área de la sección del elipsoide 
a gi z? Az 
AE! 
por el plano 
xcos a y cos PY zcos y 0, 


donde 
costa—+cos?* fp cos*y= 1. 


3706. Según el principio de Fermat, la luz que sale del punto A y que 
incide en el punto 52 se propaga por aquella curva, para cuyo recorrido 
se invierta el tiempo mínimo. 

Suponiendo que los puntos 4 y 3 están situados en distintos medios 
ópticos, divididos por un plano, siendo la velocidad de propagación de 
la luz en el primer medio igual a v, y en el segundo igual a »,, deducir 
la ley de refracción de la luz. 

3707. ¿Cuál debe ser el ángulo de incidencia para que la desviación 
del rayo luminoso (o sea, el ángulo formado por el rayo incidente y el 
rayo emergente) que pasa por un prisma, que tiene el ángulo de refrac- 
ción a y el índice de refracción n, sea minima. 


379 


CAPITULO 6. CALCULO DIFERENCIAL DE LAS FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES 


3708. Las variables x e y satisfacen a una ecuación linea] 
y=0x-b, 


cuyos coeficientes se necesitan determinar. Como resultado de una se- 
rie de mediciones de igual precisión de las magnitudes x e y se han ob- 
tenido los valores x;, y; (¿= 1,2, ..._n). 

Aplicando el método de los cuadrados mínimos, determinar los va- 
lores más probables para los coeficientes a y b. 

Indicación. Según el método de los cuadrados mínimos, los valores 
más probables de los coeficientes a y b son aquellos para los que la su- 
ma de los cuadrados de los errores 


Y ¿5 = Y) (ax +b— y¡Y* 
f=3 I=1 


es mínima. 


3709. En el plano se ha dado un sistema de n puntos M, (xi, y¡) 
(=1,2,...,»). 
¿Cuál debe ser la posición de la recta 


Xxcos a+ ysina— p==0 


para que la suma de los cuadrados de las desviaciones de los puntos da- 
dos de esta recta sea mínima? 


3710. Sustituir aproximadamente la función x? en el intervalo LES) 
por una función lineal ax + b, de tal modo que la desviación absoluta 


A=supi*—(x po] (l<x<3) 


sea mínima. 
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S 1. Integrales propias paramétricas 


12 Continuidad de la integral Si la función f (x, y) está definida y 
es continua en la región acotada R [a <x <A; b<y <B]), entonces 


A 
run=l ya 


representa una función con tinua en el segmento b < y <B, 


2% Derivación bajo el signo de la integral Si, además de lo indicado 
en 1”, la derivada parcial fy (x, y) es continua en la región R, entonces, 
para b' < y <B, se verifica la fórmula de Leibniz: 


Sl A A 
EN Ce, ya=! f, (2, y dx. 
a a 


En el caso más general, en que los límites de integración son funcio- 
nes diferenciables p(v) y y (y) del parámetro y, y 2<pU)<A, 
a<yv (y)<A parab <y <B, se tiene: 


4 1y) 
Z $ x.y) dx= 
ay d 
SU 
400 
= Ho Y Y FAN NANA $ E tx. y)dx  (6<y<B). 
+ UY 


3. Integración bajo el signo de la integral En las condiciones 1”, se 
tiene 


B A A B 
Say Seto ya =f af Ho mao. 
b E] a b 
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Problemas: 
3711. Comprobar que la integral de la función discontinua 
f(x, y) =sgn (x — y): 


=V f(x, Ydx 


es una función continua, Construir la gráfica de la función u = £ O»). 
3712. Estudiar la continuidad de la función 


F(y)= ES dx, 
donde f (x) es una función continua y positiva en el segmento [0, 1]. 
3713. Hallar 


1 3 


] dx 
3) lim Vai c Jim o Stcos aras; 
) Um I+4x2+a?” ) , , 
a 


b) iso SVT d) lim a 
a 


E | 


3713.1. Ballar 


= 
—. 


lim | e Rant ga 
R>w b 
3714. Sea f(x) una función continua en el segmento [4, 3). Demos- 
trar que 


lim Fin —F0] di =f()—f(0) (ALa<x<B. 


3714,1. Supongamos que: 1) f, (x)>0 (n= 1, 2,..)en[— 1, 1]; 2) 
1 


Pa (2) 0 cuando n—>«wen0<e<)|xl<1; 3) | a (xj dx — 1 
cuando 1? — oo, —1 
Demostrar que, si f(x)€C(- 1, 1], entonces 


E Í100, (x) dx =f (0). 
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3715. ¿Es posible efectuar el paso al límite bajo el signo integral en 
la expresión 


1 xy? 
] A 
lim E Y” dx? 
y 
[e] 


y >. 


3716. ¿Es posible calcular por la regla de Leibniz la derivada de la 
función 


] 
FON=[mVx 44 do 
ó 
para y = 0? 
3717. Calcular F* (o), si 


F(= y exvidy. 


Y 


3718. Calcular F' (0), si 
cosa a 
yEg= | ear y Fa 


sip a : 0 


ba 
b) F (a)= ¡ == dx; 
aa 


d) F()=[f(+w x—a)jdx 
0 
at x+u ] 
e) F (a) =1 dx f sin(x? + y?—au%) dy. 


3719. Hallar F” (x), si 


FLO) +FNIFO) dy, 


ó 
donde f (x) es una función diferenciable. 
3720. Hallar F” (0), si 


b 
EL) = | FO) — y 1 dy. 


Ju 


donde a <b y F (0) es una función continua en (a, b). 
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3721. Hallar F" (x), si 


A A 


Fo=3 E +i men > 


0 0 


donde f (x) es una función continua. 
3722. Hallar FU (x), si 


Fl) = 1 1 (0 (a — 1 de. 


3722,1, Demostrar la fórmula 


XxX 


PO) =a0 fos (pay 1,20 0 
1d 
Aplicando la fórmula (1), obtener la cota 
d” fsinx l 
dx* (5) se n+l1 


3723. Sustituir aproximadamente la función f (x) =x? en el segmen- 
to 1 <x <3 por la función lineal a + bx, de tal modo que 


para <El—o0, +00). 


$ la fbx— x*)* dx min, 
3724. Obtener una fórmula de aproximación, de la forma 
Vipez=atór  (0<x=<1) 
de modo que la desviación media cuadrática de las funciones a + bx y 
1 +x* en el segmento dado [0, 1) sea mínima. 
3725, Hallar las derivadas de las integrales elípticas totales 
EM) =| VII Pip de 
E EA 
(4) = Vr (0ZkZ1) 
o 
y expresarlas mediante las funciones E (k) y F (£). 
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Comprobar que E (k) satisface a la ecuación diferencial 
E-(k 
EME 


3726, Demostrar que la función de Bessel de índice entero n 
1 x 
y, (x) => $ cos (1p — x sin q) dq 


satisface a la ecuación de Bessel 
Jia + ada o e — m0) J, (2) =0. 
3727. Sea 


1 yes = , 


donde la función y (x) es continua junto con su derivada e" (í) en el 
segmento 0 <x <4 
Demostrar que, para 0 < ee <a, se tiene: 


—(0) MAGA 
== € 
iS q 
Indicación. Hacer x = x£. 
3728. Comprobar que la función 


¿ 
u()=Í K(x, ul dy. 
donde : 
f x(I—yYY si x<y; 
ly, si xo>p, 
y v (p) es continua, satisface a la ecuación 
“(o =—elo) (0<x=l). 


Kix, y = 


3729. Hallar Fxy (x, y), si 
Flx, y)= j (*— y2)/ (2) dz, 


—e 


y 
donde f (2) es una función diferenciable. 
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3730. Sea f (x) una función dos veces diferenciable y F' (x) una fun- 
ción diferenciable. 


Demostrar que la función 
a+ al 
0 => [—a) + /(< + ot] ho Í Ftejaz 


x-—atl 


satisface a la ecuación de las vibraciones de la onda 


y a las condiciones iniciales: u (x, 0) =f (x), us (x, 0)=F (x). 


3731. Comprobar que, si la función f(x) es continua en el segmento 
[0, ¿] y (0 — E +1? +22 %0 para 0 <E<!] entonces la función 
(E) dE 
HAX, y, == === 
bd VE HP 
0 


satisface a la ecuación de Laplace 
Pu, vu, Su 
de . dy? aya ci 


Aplicando la derivación respecto del parámetro, calcular las sigujen- 
tes integrales: : 


E T 


. a 
3732, Ñ Infafsix + bcostxjdx. 3734, ' A de. 


é . SR ba cos x , Ax 
3733, Sin (¡24 cos xa) dx. 3735, ) In e A 


3736. Aplicando la fórmula 


1 
amlgx du 
X NN] + ty! 
0 


calcular la integral 


I 


| arex dx 
X Yi _ a . 


o 
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3737. Aplicando el método de integración bajo el signo de la inte- 
gral, calcular la integral 


(Ga (a0>0, b>0). 


In x 


b 


3738. Calcular las integrales: 


. 1 bo ,3 . 1 b_ 4 
a) [sin (to 2) a o) fos (In) ax (a >0,5>0. 


3739. Sean F(k) y £(x) las integrales elípticas totales (véase el 
problema 3725), Demostrar las fórmulas 


4 
a) | FA) Rar =E(%)— AIF Ue): 


Rk 
b) V Ef) tar = 10 44) E09)— AFM), 
donde ki=1 —k?, 
3740. Demostrar la fórmula 


Xx 


Va 0d=x0, (0, 


donde J¿ (x) y £, (x) son las funciones de Bessel de índices O y 1 (véase 
el problema 3726). 


S 2. Integrales impropias paramétricas. 
Convergencia uniforme de las integrales 


1.7 Definición de convergencia uniforme. Una integral impropia 


+o 
Y Fe yx, (1) 


donde la función f(x, y) es continua en la región a<x<X+os, 
y, < ya, se llama uniformemente convergente en el intervalo 
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O'1, Y2), si para cualquier e > 0 existe un número B=B (e) tal que, 
para cualquier hb > B, se tiene 

+ 

¡$ 16 mar 


b 


<e Y <y< pa). 


La convergencia uniforme de la integral (1) es equivalente a la 
convergencia uniforme de todas las series de la forma 


m Ún+, 


2 j 09d | e) 


no Zn 


donde 4=47 <a; E A a Hi dh =+ 0, 

Si la integral (1) es uniformemente convergente en el intervalo 
(Oj. Ya), ésta representa una función continua del parámetro y en este 
intervalo, 

2.* Criterio de Cauchy. Para la convergencia uniforme de la integral 
(1) en el intervalo (y,, y) es necesario y suficiente que, para cualquier 
e > 0 exista un número B =B (e) tal que 


po 
14 Hx y er]<e Para 1 <y< ys, 


siempre gue b">B y b'>B 

3. Criterio de Weierstrass. Para la convergencia uniforme de la 
integral (1) es suficiente que exista una función mayorante F (x), no 
dependiente del parámetro y, tal que 


DI y»i<f 6) para L<r<+o 


+ 00 
2D | FaGa<+o. 
a 
4.% Se verifican unos teoremas similares para las integrales impropias 
de las funciones discontinuas. 


Problernas 
Determinar los campos de convergencia de las integrales: 
1 ax e, ? 
E 0 sin Y 
3741. p Lead. 3743, p - 
b 0 
+0 2 
X COS x ES 
3742 | FF dx 3744. | 7. 
E 6 
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LU cos E 
o , sin x 
3745, | 2=a dx 3746. | yr Poo dx (p > 0. 


Comparando con senes, averiguar la convergencia de las siguientes 
integrales: 


+= cn + 00 


"o LOS Xx dx 
3747. y ta di. 3749. | PTE 
3748 E 0). 3750 0 A 
j | Lx" sin? x (1 > 0), É ) an ; 
Ú 


3751. Enunciar en sentido positivo qué significa que la integral 
+ m 
Y Fu y)dx 
a 
es convergente, pero no uniformemente, en el intervalo (Y, . Y2). 
3752. Demostrar que, si 1) la integral 


Luo 


| Soda 


a 


es convergente y 2) la función y (x, y) está acotada y es monótona 
respecto de x, entonces la integral 


qa 
y FO p (o y) de 


2 


es uniformemente convergente (en la región correspondiente). 
3753. Demostrar que la integral uniformemente convergente 


+22 1 +) 
“2 di (0<y<I) 


no puede mayorarse por una integral convergente que dependa de un 
parámetro. 


3754, Comprobar que la integral 


i= 


+4 00 
p aer "dx 
Y 
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1) es uniformemente convergente en cualquier segmentod<a<a<b: 
2) es convergente, pero no uniformemente, en e] segmento 0 <a< b, 


3755. Demostrar que la integral de Dirich]et 


+o 
Xx 


1) es uniformemente convergente en cada segmento [e, b] que no 
contenga el valor += 0, y 2) es convergente, pero no uniformemente en 
cada segmento [a, b] que contenga el valor += 0. 
3755.1. Estudiar la convergencia uniforme de la integral 
+u 
dx 
e 
] 
en los siguientes intervalos: a) 1 <x. <4< +00 db) l<a<+ o. 
3755.2. Averiguar si es uniformemente convergente la integral 


1 
E para 0<a<l. 


3755.3. Comprobar que la integral 


um 
dx 


a+! 
D 


es convergente, pero no uniformemente, en el intervalo 1 <a < +00. 
Ayeriguar si son uniformemente convergentes las siguientes integrales 
en los intervalos indicados: 
+ 
3756. $ eTPsiaxdx (00 =<a<C-+o0). 
0 
+0, E 
3757. Ñ e "dxr(a<o<6). 3758. 
1 . 


e) 
un dx (—0o< ad —+ 00). 


0 
ax 
3759. Ñ RF 0 < +00). 


+m 
sinx_ _ 
3760. € Biear (0<a<-+oo). 


D 
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In? x 


Vx 


3760.1. | de (0<p<I0) 
1 


Xx 


+ 

3761. y ec“ Plax (0=<a<-o), donde p > 0 está fijado. 
Ñ 
D 


3762. | VWae*dx (0=<a<-Loo). 
$ 

3763. $ etmdx aja Lab; 6) 00 ao. 
- o 


—ou 


3764. Y ett andy (—00< x <L00). 


3765, 


—i o 

n 
5 
* 

E 

Pad 

S 

VW 

= 


3765.1. Elegir un número b > 0 de tal modo que 
+ 
dx 
0 Ñ Fa? para 1,1 <2=<10, donde e==107* 
b 


1 
3766. far da a pr Ob) > (> IM 


3767. | de (M<n< +00). 
0 e 


y? 


y l- 


3768. $ sin 0ZaZ9. 
0 


> * dx ¡E 
3769. rr ( Ly 
YE D0=2' |a1<-z) 
sin Ax 


Vix—a] 

3771. Una integral se llama uniformemente convergente para un 
valor dado del parámetro, si €s uniformemente convergente en cierto 
entomo de este valor. Demostrar que la integral 


e a dx 
I= | Ear 
9 


dx (0<0=1). 


3770. $ 


0 
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es uniformemente convergente para cada valor a 0 y no es uniforme- 
mente convergente para =0. 
3772. ¿Es lícito el paso al límite bajo el signo de la integral en la 
expresión 
+0 
lim $ Ds 
ad+0 7 
3773. La función f (x) es integrable en el intervalo (0, + co). Demos- 
trar la fórmula 


+ +0 
tm y eros dr= ) Ha) dx, 


3773.1. Demostrar que, si £'(x) es absolutamente integrable en 
[a, + 00), entonces existe im. FG). 
3774. Demostrar que 
o 
lim $ Fx) sin ix dx—=0, 
no o 
si f (x) es absolutamente integrable en el intervalo (0, + oo), 
3775. Demostrar que, si 1) f(x, y)=: f(x Yo) en cada intervalo 
+0 


finito (2, b), 2) | f(x, y) | <F (xx), donde Í F (xj) dx < +4 00, entonces 


+o se) 
lim $ F(x, y) dx= ¡ lim f(x, y) dx. 
IS Y a a Y >Y0 


3776. Calcular la integral 


+0 +0 


=xl ¡ Ay 
$ e” dr— e (145) je, 
o 0 


sirviéndose del paso al límite bajo el signo de la integral, 


3776.L. Sea f(x) una función continua y acotada en [0, + oo), De- 
mostrar que 


2 2 uf (x) 
lim $ 2 A == (0). 
0 


392 


2, INTEGRALES IMPROPIAS PARAMETRICAS. CONV. UNIFORME DE LAS INTEGRALES 


3776.2. Hallar 


3777. Demostrar que la integral 
Ham 
Fa = $ ¿E-P gy 
0 
es una función continua del parámetro 4. 
3777.1. Comprobar que 


sin 


Ftaj=Í da 


=|a 


es una función continua en el intervalo 0< «a <l. 
3778. Determinar los puntos de discontinuidad de la función 


+0 
A e a o 
X 
0 
Construir la gráfica de la función y = F (a). 


Averiguar si son continuas las siguientes funciones en los intervalos 
indicados: 


+0 
8779. Fla)= | a para a>2. 
á 
+0 
3789. F(a)= $ + d para a 7>0, 
3781. Ely laa para 0Za<2 
0 
+00 
3782. Fía)= | ip para 0<a< 1. 
Dd 
+0 
3733, Flu) = ' cane para —o< a <-+o0. 


4 
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8 3. Derivación e integración de integrales impropias 
bajo el signo integral 


1.” Derivación respecto del parámetro. Si 1) la función f (x, 1) es 

continua junto con su derivada fy(x, y) en la región eL xo 
+0 
PEREIRA Ñ Fx y) dx es convergente; 3) ' 7 (x, y) dx es 
uniformemente convergente en el intervalo (y,, y, ), entonces 
+0 +wm 
d 

dy ' Hx, y dx= S f(x, y) dx 

a 


para Y; < y < ya (regla de Leibniz). 
2.. Fórmula de integración respecto del parámetro, Si 1) la función 


f(x, y) es continua para x > a, dy EY E JY2; 2) $ f(x, y) dx es unifor- 


14 
memente convergente en el segmento finito [y,, Y2), entonces 


y +00 +o y, 
Sar $ tana f alta ya (1) 
Y a a Yi 

Si f(x, y) >0, entonces la fórmula (1) también es válida para un 
intervalo infinito (y, 2), suponiendo que las integrales interjores en la 
igualdad (1) son continuas y uno de los miembros de la igualdad (1) 
existe. 
Problemas: 

3784, Aplicando la fórmula 


1 
¡ “tdx=L (1>0), 
0 
calcular la integral 


I=| xn" dx, donde m es un número natural. 
0 


3785. Aplicando la fórmula 


+w 
l dx ñ 


+2 y e>0, 


0 
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calcular la integral 


+0 
[= p ATT donde rn es un número natural. 


0 
3786. Demostrar que la integral de Dinichlet 


[(a) al 
0 


sin cLx 
(1, 
XxX 


x 


admite derivada para a +0, sinembargo,no puede hallarse mediante la 
reela de Leibniz, 
Indicación, Hacer e x = y. 


3787. Comprobar que la función 
+09 


cos X 
pas h o 
0 


es continua y diferenciable en la región 
—oo <a <-q0. 


3788. Basándose en la igualdad 


calcular la integral 
eo ; 
ETOX gtx 
N ETE dx (a>0,0>0). 
5 


3789. Calcular la integral de Frullani 


| - 
$ Hen 400 af (0)0 7 (0>0,5>0), 


o 


+ 
donde f (x) es una función continua y la integral $ La dx existe para 
A 


cualquier A > 0. 
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Aplicando la fórmula de Frullani, calcular las integrales: 
COS ax — cos bx 
3790. Ml —ZZ dx (> 0,0090), 
9 
+ 
sin ax — sin bx 
Q 


3791. ——_—— dx (a>0, b”>0). 
+ Ñ 
arctg ax — arctg bx ; 
3792, $ BL dx (> 0,000), 


Aplicando el método de derivación respecto del parámetro, calcular 
las siguientes integrales: 


ar, Ea (a>0, PB >0). 
PE 

3794. $ (== as (a0>0, BO>0). 
3 

3795. Ñ E (a>0, B>>0). 
ES 

3796. $ E id (a>0, P>0). 
b 


Calcular las integrales: 


5797, (LU=08 q, da] <1) 8700 ñ arctg ax d 
pe VI=x " É : Va ó 
“ln (1 ax?) SET + 

8798, | 2d ; o 
Re (eb. 3000, Se 


+0 ; , +00 A ; 
E EEES A 


0 
3803. Calcular la integral de Euler-Poisson 


+0 
q ' erdr 
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basándose en la fórmula 


+m +0 
r= p e" dx $ xe “Y gy, 
9 v 


Sirviéndose de la integral de Euler-Poisson, hallar las integrales: 


+uw 


3804, | ecerrato dz (000, ac—1*>0), 
e 
3805. $ (a 20 5 Pc ye 00 de (a7>0, ac —b*>>0). 
—0 
+m +00 a 
z LA 
3806. | ec chbxdx (a 5>0) 3807. l e ( 5) (a > 0). 
+0 E 
O al es 
3808. $ CTE dx (00>0,9>0). 
+0 +0 


8809. Y ericosóxdxla>0). 3810. | xe= ex sindx dx (a >0): 
+w 
3811. $ Mi cos 2lbx dx  (nesun número natural). 


0 
3811.1. Demostrar que 
a Y) ema Y E (a>0,8>0). 
= 4 


3812. Basándose en la integral 
+0 


Ha) = Wi e gy (a => 0), 


calcular la integral de Dirichlet 
+0 


D(B)= $ SÉ ax, 
0 
3812.1. ¿Qué forma tiene, aproximadamente, la gráfica del seno 
integral 
y=5Six, 
donde pa 
nt 
Sin= Hat 
0] 
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Sirviéndose de las integrales de Dirichlet y Fruliani, calcular las 
integrales: 


Tera — cos Bx e sin ax Y? 
3813. f OS 3817. ( ==) dx. 

0 

ds 3818. ( ==) dx 


+. 
3814, ! EA 


+ > ii ML 


: 8819. (Tas 
+o 
o e RA 
oi 0 
3816, í 1 3821. Ñ e dx, 
eo 


3822, Ñ cc LEPE y (40,0 0,80 
17] 
3823. Hallar el factor discontinuo de Dirichlet 
9 
Dx) == f sín A cos Aro 
0 
para diversos valores de x, Construir la eráfica de la función y =D (x). 

3824. Calcular las integrales: 


+o- +0 
sn ar Os ax 
a) y. p. $ a Dd) y. p. f po ó% 
—=w —w 


3825, Aplicando la fórmula 
] un 
IFR peras dy, 
0 
calcular la integral de Laplace 


Hon 
Los ax 
Ls 0% 


E 
6 
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3826. Calcular la integral 


£, Es > dx. 
Calcular las integrales: 
ART 
3827. | F]adz 3828. y A Sd. 
o 
+00 
3829. ' Ad (a, 0070), 
3830. Aplicando la fórmula 
A E 
Vi YA pe dy (->0), 
calcular las integrales de Fresnel 
A Pons 
[singer | 7d 
1d : 
+00 eo 


2 ZE COS X 
| cos (1) dx= 3 ' qe 
0 


D 


Hallar Jas integrales: 


+0 ; 
3831. ¡ sin(axt + 26x+40c)dx  (a340). 
pes “+ 00 
3832. $ sín x?+cos 2ax dx. 33833, $ cos x*.cos 20x dx. 
-0m =wm 
3834. Demostrar las fórmulas: 
1) E Lo50z dy = , sin 00; 2) e PA 4 cos att, 


donde a3+0 y las integrales tienen el sentido del valor principal de 
Cauchy. 
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3835. Hallar la transformada de Laplace 


+o. 
Fiyh= | errada (p>0) 
para la función f (2), si: 
a) /( == (nes un número natural); 
D)FM=V E e) F (1) =c0s +4; 
l—e” 


SIS 00 ==: 
d) (0 =de="; 2) /(M=sinaV L 


3836. Demostrar la fórmula (integral de Lipschitz) 


Lan 


- al PLN ] 
| E 0at= 2 (050, 


donde J¿ (1) = | cos (x sen p) de es la función de Bessel de índice 0 
0 
(véase el problema 3726). 
3837. Hallar la transformada de Weierstrass 


ES 
A SA (5- yy? 
Fo= GE | Cay, 


ad /(n=1 Cc) f(y) =e >; 
b) F (y) = y”; d) f(y) =cos ay. 


3838. Los polinomios de Chébichev.Laguerre se definen por las 
fórmulas 


E) = (Ye (AÑ, 1,2...) 


Demostrar que 
+0 | 
fromunta=/% si msn 
2" Vx, $55 mu=mA, 
— 0 
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4. INTEGRALES EULERIANAS 
3839. Calcular la integral 
0 qx Ey 
¡e 
pi = 70,0% e á AE 
—m 
(o, he 0, G, li UN 


de mucha importancia en la tcoría de probabilidades, 


3840. Sea f(x) una función continua y absolutamente integrable en 
el intervalo (— oo, + 00). 
Demostrar que la integral 


+ _ Exp 

A sai 

== == d 

uo h= 77 [e E 
=00 

satisface a la ecuación de propagación del calor 


du 180 
0” ato 


y a la condición inicial 


lim 2(x, 4 =(x. 
i>+o 


8 4. Integrales eulerianas 


1.2 Función Gamma. Para x > 0, se tiene: 
0 
To = ' Plat 


0 


La propiedad fundamental de la función Gamma se expresa por la 
fórmula de reducción 


Pax41b=xT (). 
Si n es un número entero positivo, se tiene: 
1-3...(2n — 
A e E 
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2.” Fórmula de los complementos. Si x no es un número entero, se 
tiene: 
xr 


[ l=o= 
dl! dl sin xx ' 


Esta fórmula permite definir la función Gamma para valores negati- 
vos del argumento. 
3." Función Beta, Para x >0e y >0, se tiene: 


Bíx, =$ PL 


Se verifica la fórmula 
P(x3)T (4) 
ES TD 


Problemas: 


3841. Demostrar que la función Gamma, T' (x), es continua v admite 
derivadas continuas de todos Jos órdenes en la región x > 0, 


. 3842. Demostrar que la función Beta, 2 (x, y), es continua y admite 
derivadas continuas de todos los órdenes en la región x>0,y >0. 
Aplicando las integrales eulerianas, calcular las siguientes integrales: 


! Los 


5849.. (Vi—=xe de 3847. Vr 


ñ 


A 
ú " 2 
3844, | YVa—xidr(a>0. 3848, | sin8 o. cost x dx, 
v 0 


+0 1 
Vx dx 
, 0 3849. == 2>> 1). 
A e O 
dx 
e 


x"e-" dí (n es un número entero positivo). 


0 
+eo 
3846. | : 
+0 
3850. $ 

0 


Determinar el campo de existencia y expresar mediante las integrales 
ulerianas las siguientes integrales: 


co z “Lon 
3851. ' 2 dx (1>0) 3852, Ñ Ea 
JAR OS 
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x"dx 
3853. ÓN cr (6>0,6>0, 1>0) 
10 
b ' Le 
celia) And La de 3861. ¡ In —) dx. 
3854. | A da 86 (Im) ax 
(0 <a 6, e >>0), boo 
3862, | Pe" inxdx  (a>0) 
3855. E 2 (m>0 : 
0 Vi—x 3863 NT 
. , $ Es dx, 
2 la] 
3856.  |sin” x cos” x dx. er RE 
ln? x 
ó 3064. 1 ELE de, 
a : ) I+x 
7 
3857. to” xdx ye 
3864.1. ¡ ES de. 
3858. Va o IA 5 
y Fc | on [ax 
(0<| 2] < 1). > 
+0 
0 PAZ A 
y A ed 
+00 Pp 
3860. € "e" de 3866. Er dx (0<p<0. 
Uy 


Indicación. Esta integral puede PO como 


e ¿Bo e)—B(i—p, e). 


++ a41 

3se7. | E 3869. | InTigdx  (a>0). 
1 1 

3868. | InT (x) dx. 3870. | InT (x) sin ax dx. 


1 
3871. 0 ln D'(x) cos 21x dx (nes un número natural). 
o 
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Demostrar las igualdades: 


15 l=x _ yla 4 
0 


+ 

3873. Ñ e dy. te di > 
+00 ] n—— n-1 

3874. 1 f x "me*dx=() 2”, 
+ 


m==t 


3876. lim T e"dx=1, 


A+ y 


Sirviéndose de la igualdad = ' (9107 di (xo> 0), cal 


cular las integrales: 


+ 
3878. a dx (0 mM 


co 


+ 
8877. | ade (0 m2) 


3878. Demostrar las fórmulas de Euler: 


+0 E 
2) ERES 203% cos (Al sin 0%) di= E 


b) Feos 19M cos « sin (Af sin a) at=22 sin ax 


(>0, 120 —F<a<z). 
3879, Hallar la longitud del arco de la curva 
r"=a"cosap (a>0, n es natural). 
3880. Hallar el área de la figura limitada por la curva 
lxPHiy "RW" (10>0, ¿>0), 
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5. FORMULA INTEGRAL DE FOURIER 
8 5, Fórmula integral de Fourier 


1. Representación de una función mediante la integral de Fourier. 
Si, 1) la función f(x) está definida en el eje —-o<x<X+o0, 2) es 
continua a trozos junto con su derivada f(x) en cada intervalo finito y 
3) es absolutamente integrable en el intervalo (— oo, + os), entonces, en 
todos sus puntos de continuidad, la función admite una representación 
en forma de integral de Founer: 


+ 
[0 = $ [a (4) cos Ax + 6(4) sin Ax] di, (1) 


2 


donde 
: +0 +2 
am=l | rrcosrza ml amara. 
Ei —m 


En los puntos de discontinuidad de la función f(x), el primer miembro 
de la fórmula (1) debe ser sustituido por 


$ Us 4-0) 41 (2—0)) 


Para una función par f Qc), teniendo en cuenta la observación expues- 
ta respecto de los puntos de discontinuidad, la fórmula (1) toma la 
forma 

+0 
Hx)= y a (A) cos Ae da, (2) 


donde 
+ 00 
a=-=+ Ñ FE) cos AE dE. 


Similarmente, para una función impar f (x), resulta: 
+00 
Hx)= $ b (A) sin Ax di, (3) 


donde 
+ 
b == ' F(E) sin AE d£. 
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CAPITULO 7, INTEGRALES PARAMETRICAS 


2.” Representación de una función mediante la integral de Fourier 
en el intervalo (0, + co) Una función f (x), definida en el intervalo 
(0, +00) y continua a trozos junto con su derivada f(x) en cada 
intervalo finito (a, b) C (0, + co), absolutamente integrable en (0, + oo), 
puede representarse en el intervalo dado según se quiera, o mediante la 
fórmula (2) (prolongación par), o bien mediante la fórmula (3) (prolon- 
gación impar). 


Prablemas: 
Representar las siguientes funciones mediante la integral de Fourier: 
ho osi [xi<1; 
1. = . 
3881. f(x) Dl 


SgNx, si |x E 
3882. 79m) 0 ñ a 
3883, f(x)=sgn(x— a) — sen (x — b) (9> a). 


3884. r0=/ h ( — 12), si |xl<a; 

0, si |xr]>a. 
3885. =p (150. 3888. f()= E (a>0) 
sinx, Si lel<xr 


0, si lxP>x, 


cos x, si ll < +; 


3887. f(x)== 


3888, Fo = 
o >, 
Asinaf, si 111 < 22; 
3889. F(f = PE 
0, sI |£i> o (nes un número natural). 
3890. f(x)=e=“l*l  (a>0). 


3891. f(x) =e-*1=! cos Ba (2>0). 3893. f(x)=e"*", 
3892, f(x) =e=21*1sinPx(a > 0). 2894, Fo =xe ", 
3895. Representar la función 

Ll =e"" (0<x<+ 00) 


mediante la integral de Fourier, prolongándola de tal modo que resulte 
2) par; b) impar. 
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5. FORMULA INTEGRAL DE FOURIER 


Hallar la transformada de Fourier 
ra 
Fo=7 y Hue "E 


para la función f (£), si: 
bl 


3896. /()=e-"1*1 (a7>0). 3898. flxi=e 


xl 


3897. f(x) =xe-*1*1 (a0>0). 3899. f(x)=e *cosax. 
3900. Hallar las funciones p (x) y y (xv), si: 


+20 
a) Ñ PL) cos xy dy = 335 
E 
b) PA sin xy dy=e"* (>. 
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Capítulo 3 INTEGRALES MULTIPLES Y CURVILINEAS 


$ 1. Integrales dobles 


1.2 Cálculo directo de una integral doble, Se llama integral doble de 
una función continua f(x, y), extendida a un recinto cuadriculable 
cerrado y acotado £1, al número 


[SE y) de max 3 E y) 0xi By, 


g max | dys| +0 


donde Áx¡=Xim— Xi AJY¡=Yjm— P¡ y la suma se extiende a aquellos 
valores de i y f para los cuales xi yy) E 
Si el recinto £2 viene dado por las desigualdades 


aEx=Ñób, y, (x) < y < Y, Lo). 


donde y, (x) e ya (x) son funciones continuas en el segmento (a, b], 
entonces la integral doble correspondiente puede calcularse según la 
formula 


DO yalx) 


p Cea y) dx dy | dx $ Fo y) dy. 
[e] ñ4 y1(x) 


2? Cambio de variables en la integral doble. Si las funciones, con 
diferenciales continuas, 


x=x(u, 0), y=y(u, 0) 


realizan una transformación biyectiva del recinto cerrado y acotado 2 
del plano Oxy en el recinto £2' del plano Ouv, y el jacobiano 


entonces se verifica la fórmula 


(St ardy=] feo) yt 001 dado. 
g 


GQ: 
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CAPITULO 8. INTEGRALES MULTIPLES Y CURVILINEAS 


En particular, para el caso del paso a coordenadas polares r y y según 
las fórmulas x =F COS (p, Y =r Sin y, se tiene: 


$ $ Hx, y) dx dy=( Vélecos q, sin p) r dr dp. 
fl 2; 


Problemas: 


3901. Calcular la integral 


$ $ xy dxdy, 


0Ix<i1 
VCEy:= 1 


considerándola como el límite de las sumas integrales, dividiendo el 
recinto de integración en cuadrados mediante las rectas 


E A ¡= ass 
AA >> tjf=1,2) 0... 1) 


y tomando los valores de la función subintegral en los vértices de la 
derecha de estos cuadrados. 


3902, Formar las sumas integrales, la inferjor S y la superior $, para 
la función f(x, y)=x* +3? en el recinto 1<x<2, 1<y < 3, divi- 
diendo éste en rectángulos mediante las rectas 


al o 
=1 42, y=14% A 


¿A qué son iguales los límites de estas sumas cuando 1 — oe? 
3903. Calcular aproximadamente la integral 


dx dy 
$5 VA ES? 
E 


aproximando el recinto de integración por un sistema de cuadrados 
inscritos, cuyos vértices A¡; estén situados en los puntos enteros, y 
tomando los valores de la función subintegral en los vértices de estos 
cuadrados que están más alejados del origen de coordenadas. Comparar 
el resultado obtenido con el valor exacto de la integral, 


3904. Calcular aproximadamente la integra! 
Y ÍVSEy as, 
S 
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1. INTEGRALES DOBLES 


donde S es el triángulo limitado por las rectas x=0,y=0,x +y=1l, 
dividiendo el recinto $ por las rectas x = const, y = const, x + y = const, 
en cuatro triángulos iguales y tomando los valores de la función subinte- 
gral en los centros de gravedad de estos triángulos, 


3905. El recinto S [x? + y? < 1) está dividido en un número finito 
de partes cuadriculables AS; (¿=1, 2,... 1) de diámetro menor que 5, 
¡Para qué valor de 5 puede garantizarse la validez de la desigualdad 


155 sin (xy) 4S— >> sin (x;4- y/) as,| < 0,001, 


donde (x;, y¡) € AS;? 
Calcular las integrales: 
' 1 l £ 
3906. $dxi(x+y)dy. 3907. | dx) xy? dy. 
0 y xi 


0 


2n a 
3908. | doi r?sin p dr. 
0 0 


3909. Demostrar la igualdad 
A B 
$X (9 Y GMaxdy=5 X(0 dx] Y (dy, 
R u b 


si R esel rectángulo: 


3910. Calcular: 


A B + 
¡=f del f(x y) dy, 
ul db 
si 
Fx, y =Fxy (+. y) 


3911. Sea f(x) una función continua en el segmento a <x < b, 
Demostrar la desigualdad 


b y b 
7 ax | <(b—0) Fx) ex, 
donde el signo de igualdad solamente se verifica si f (x) = const, 
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CAPITULO 8. INTEGRALES MULTIPLES Y CURVILINEAS 


Indicación, Examinar la integra! 


b 
e) — Hp ay. 


Dl ty 


3912, Qué signo tienen las integrales: 


DD Y mirada b) MN. VI =Y dx dy 
lhi+tpl=1 xMb yl 4 


arcsin(x—+ y) dx dy? 


3913. Hallar el valor medio de la función 
Fx, y)=sin? x sin? y 


en el cuadrado: OEx<T,O<I<, 
3914. Aplicando el teorema del valor medio, acotar la integra! 
I= e 
Ñ 300 + cost x b cos! y" 
Ixl+iyj< zo 


3915. Hallar el valor medio de! cuadrado de la distancia de un punto 
del círculo (x — a? + (y — bY <R? al origen de coordenadas. 
En los ejercicios 3916-3922 hay que colocar los límites de integra- 


ción en la integral doble ¡ ' f(x, y) dx dy, en uno y otro orden, para 
14 


los recintos indicados £?. 

3916. Q es el triángulo con los vértices O (0, 0), 4 (1,0, 8 (1, 1). 

3917. $ esel triángulo con los vértices O (0,0,4(02, 13621. 

3918. $ es el trapecio con los vértices O (0, 0), 4 (1,0), B (1,2), 
C(0, 1). 

3919, 2 es el círculo x?+y2<1. 3920. 2 es el círculo 
x?4y?<y. 

3921, es el segmento parabólico limitado por las curvas P=x, 
y=1, 

3922. 2 es el anillo circular 1 < x? +3? <4, 
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1. INTEGRALES DOBLES 


3923. Demostrar la fórmula de Dinichlet 


fax st yar=V dy] f(x, yde (a>0). 
» 0 y y 


Cambiar el orden de integración en las siguientes integrales: 


Ñ Li 1 Vix=x 


3924. yaxY7 (e, y) dy. 3928. $az eS Fix, y) dy. 
1 q. ta Viax 
3925. Y ds A He ydy. 38. fax | fl ydy 
DN : Viax—xi (a ). 
! xi mue 
3926. LaxX f(x, y dy. 3930. Yax | £(x,y dy, 


1 lx mt sin x 
3927. fax $ seyay. 3931. Lar | fly dy, 


Vx 0 


Calcular:las siguientes integrales: 


3932. $ Í xy? dx dy, si el recinto Q está limitado por la parábola 


y? px y la recta x =5 > 0) 


3933. Vi: (a >0), si el recinto $2 está limitado por el 


arco más pequeño de la circunferencia con el centro en el punto (a, 2), 
que es tangente a los ejes de coordenadas, y los ejes de coordenadas. 


3934, $ ' xy | dx dy, si € es un círculo de radio e con el centro 
[e] 


en el origen de coordenadas, 


3935. $ ' (QA + y?) dx dy, si es un paralelogramo con los lados 
2 
y=x,y =x +4,y=4, y = 3a (a >0). 


3936. $ ' y? dx dy, si N está limitado por el eje de abscisas y el 
2 


primer arco de la cicloide 
x=al(t—=sint), y=a(l—co0sf (0<t<2m), 
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CAPITULO 8. INTEGRALES MULTIPLES Y CURVILINEAS 


Pasar en la integral doble 


$ Ze y) dx ay 


pa 


a coordenadas polares r, pp, haciendo x =+ cos p, y =r sin p, y colocar 
los límites de integración, si: 


3937. N esel círculo x? + y? <a?. 

3938. LL esel círculo x? + y? <ax (a > 0). 
3939, N es el anillo a? <x? + y? <b?, 

3940. QM esel triángulo 0<x<1,0<y<I-—x. 


1 
3941. Mes el segmento parabólico -a<x<a, - < y <a 


3942. ¿En qué caso, después de pasar a coordenadas polares, los 
límites de integración resultan constantes? 

Pasar a coordenadas polares r, y, haciendo x =+ cos P, y =rsinp, y 
colocar los límites de integración en uno y otro orden en las sigujentes 
integrales: 


1 1 2 xVi3 

3943. | dx | 7(x, y ay, 3945. fax | ¡(VETA ay. 
1 Vi=xi An 

8924. Lax $ f(x y dy. 3946, ( deN fx, y) dy, 


3947, $5 f(x, y)dx dy, donde el recinto $2 está limitado par la 
curva 
(yy =e! (x* — y” (lx => 0). 


Suponiendo que r y p son coordenadas polares, cambiar el orden de 
integración en las siguientes integrales: 


x= 
2 aos; 


8948. | do | forjar (0>0). 


r 
EN a Y sin 2p 


3949. fap | fig rjar (00>0): 
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t. INTEGRALES DOBLES 


a o 


8950. do fp, rjdr (0Za<2m. 


Pasando a coordenadas polares, sustituir las integrales dobles por 
simples. 


3951. | AU TPadxay. 


241 L 


3962, NDA 4 y dxdy, rre Q=1] y |<] xi; EJEA 


3958. $4 H(2) dx dy. 
aby e 


Pasando a coordenadas polares, calcular las siguientes integrales do- 
bles: 


3954. $ $ Vxt+y' dxdy. 3956. $ $ sin Y xi +|y dxay. 


q y? <a? VUE yan? 


3956. El cuadrado S fa<x<az+h, b<y<b+h), (a> 0,5>0), 
mediante el sistema de funciones 


p=£, v=V xy 


se transforma en un recinto S”, Hallar la razón del área del recinto S' a] 


área del recinto S ¿Á qué es igual el límite de esta razón cuando 
h—> 0? 


En lugar de x, y, introducir las nuevas variables 1, v, y determinar los 
límites de integración en las siguientes integrales dobles: 


b 


px r 
8957. VaxÑ f(x, y idy (0<a<b 0<ac<H, si 


4 


.m—_—x 


$ fo, y) dy, Sl u=x-+ y, D= Lo Y, 


1i-_ 


1 
3958. | dx 


3959. $ Vte, y) dxdy, si el recinto (2 está limitado por las curyas 
S 


Vx4Vy=V a, x=0, y =0 (a>0), si 


x=ucostw, yp=usint0, 
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3960. Comprobar que la sustitución de variables 
Xx + y OS E; Jy == En 


transforma el triángulo 0 <x <1,0<y<1-—x en el cuadrado unidad 
0O<tf<l,0<9<1. 


3961. ¿Para qué sustitución de las variables el cuadrilátero mixti- 
líneo, limitado por las curvas xy=], xy=2, x—p+1-=0, 
x=y=1=0 (x>0, y >0), se transforma en un rectángulo con los 
lados paralelos a los ejes de coordenadas? 

Efectuando la sustitución correspondiente de las variables, reducir las 
integrales dobles a ordinarias, 


3962, 1 fist dray. 


lxI+lyl=1 


8963. LÍ flaxr+ by +0drdy lao 0). 


yl 
3964. YN Íf (xy) dx dy, donde el recinto £2 está limitado por las 
a 


curvas xy=1,xy=2,y=x, y =4x (x>0, y > 0). 
Calcular las siguientes integrales dobles: 


3965. y (x + y) dx dy, donde el recinto $ está limitado por la 
2 


recta 


Cy=x+y. 


3966. $ $ dxi+ ly) ax ay. 
li+ pl 


<i 


3967, 5] y 1—E—Ladr dy, donde el recinto £2 está limitado 
[2] 


por la elipse 4h > 


3908. LN 4 y?drdy. 
TOS 


3969, Í ME +yY)dxdy, donde el recinto $ está limitado por las 
g 
curvas y?=2x,x+y=4,x+y=12. 


416 


1, INTEGRALES DOBLES 


3970. $ xy dxdy, donde el recinto £N está limitado por las curvas 
5] 


xy =1,x +y=>3. 


3971. £Í [cos (e y)]dxdy. 


MISIZ* 
ES 

3972. M RS dx dy. 3973, IM VIF= 1 dx dy. 
ope ES 


oy <12 


Calcular las integrales de las funciones discontinuas: 


3974. 4 Í sgn(e—y* 4-2) dx dy. 


4 y 

3075, $ [e y]axay. 3976, |] Viy—=x*Tdxay. 
05 x1<2 AzZys 
EEE 


3977. Demostrar que 


y dxdy =0, 
py 0? 


si m y n son números enteros positivos y al menos uno de ellos es 
impar. 


3978. Hallar 


lim —, 0 Fx, y dx dy, 


ng? 
y =p. 


donde f (<, y) es una función continua, 
3979. Hallar F* (£), si 


3980. Hallar F* (£), si 


Fia= Y  VXTFydxdy, 


(x 194 y -DiZ1 
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CAPITULO 8. INTEGRALES MULTIPLES Y CURVILINEAS 


3981. Hallar F” (£), si 


Fij= $Í sf, exdy (0>0). 


NE y << 


3982. Demostrar que, si f (x, y») es continua, entonces la función 


xo =py-f 
u(y=>3)/ 4 FE, 1) en 
o EApy 


satisface a la ecuación 


Cu Ou 
E E A y»). 


3983. Supongamos que las líneas de nivel de la función F (x, y) son 
curvas elementales cerradas y que el recinio S (u,, »,) está limitado por 
Jas curvas f(x, Y)=V, Y Fx, y)=V». 

Demostrar que 

YY 4 y) dxdy =) 0F (0) do, 


$ (2,, 07) Y, 


donde F (v) es el área de la figura limitada por las curvas f(x, y)=V), 


o e 
Indicación. Dividir el recinto de integración en partes, limitadas por 
líneas de nivel de la función f (x, y), infinitamente próximas entre sí, 


8 2. Cálculo de áreas 


El área de un recinto £ situado en el plano Oxy viene dado por la 
fórmula 


ón 


Problemas: 
Hallar las áreas de las figuras limitadas por las siguientes curvas: 
3984. xy==a', 14 y => a (a>0). 


3985. y' =2px 4-p*, y =—29x 4 9*(p>0, 9>0) 
3986. la— y 4qxi=a? (a>0) 


418 


2. CALCULO DE AREAS 

Pasando a coordenadas polares, calcular las áreas de las figuras 
limitadas por las siguientes curvas: 

3987. (y 2 yaa, 

3988, (Cy Y =x 4, x>0, y>0. 

3989. (Pym (By?)  (a>0). 

3990. (x? + y39? =80%xy; (x—a? + (y—0P <a? (a>0). 

Introduciendo las coordenadas polares generalizadas r, p, según las 
fórmulas 


x=arcos"qp, y=brsip (r=0), 


donde a, b y « son unas constantes adecuadamente elegidas y 
abr E p. hallar las áreas de las figuras limitadas 
por las ea curvas (los parámetros se consideran positivos): 
== 
3991. += HE 
3 xl a 
3992. += = +: =0, y=0. 


4 2 3 : 
3993. (24 5) =5 +5 (>, y>0 


Y 


A 
3994. (e e — (e > 0, y>0) 


3994, 1. (244) =Ee 3995, VI+yL=: *=0, y=0. 


Efectuando un cambio de variables adecuado, hallar las áreas de las 
figuras limitadas por las curvas: 


3996. x+y=a, xp y=b, y=ax, y=fx (0<aZó 0<a <P), 
3997. xy=a?, xy=2a*%, y=x, y=2x (x >0; y >0). 
3998, y?2=2px, y =2qx,x?*=2ry, A—=25y (0Xp<g, 0<r<5). 
3998.1. x2=ay, xi=by, A =cy?, dy" 
(0<a<bh, 0<cZd) 
3998.2. y=ax”, y=bx", y=cx%, yd, 
(0<pZgqgÍ 0za by LUZ <Za4) 


mV VEA 


LE 4 
=1, 4E=2 (a>0, 5>0) 
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si=$ (x>0, y>0) 


1 2 
4000. + > 1, donde A toma los siguientes valores: ES a La 


3 3 
ba 3 0 0 
F€>» + Ed Y > ). 
4001, Hallar el área de la figura limitada por la elipse 


(by e lay het, 


donde 
—a,0b, 0 ab, >= 0, 


4002. Hallar el área de la figura limitada por las elipses 


y Po. AR e: 3 E AA 
ch? a bar e" (u¿=41,u2) y las hipérbolas cos! p sito 
C(U=30,, 0) (04,4 0Z0<Í 0 x0>0, y >0). 
Indicación, Hacer 
x=cchg coso, y=cshesia o. 
4003. Hallar el área de la sección de la superficie 


Ly xy 12 —y2=0s 


por el plano x-+ y 420, 
4004. Hallar el área de la sección de la superficie 


por el plano ¿=1-—-2(x-+ y). 


8 3. Cálculo de volúmenes 


El volumen de un cilindroide, limitado por arriba por una superficie 
continua z =f(x, y), por abajo por el plano z=0 y lateralmente por 
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3. CALCULO DE VOLUMENES 


Fig. 14. 


una superficie cilíndrica recta, que corta en el plano Oxy un recinto 
cuadriculable $2 (Fig. 14), es igual a 


JA Fix, y) dx dy. 


Problemas: 
4005. Dibujar el cuerpo cuyo volumen expresa la integral 


—X 


y =| dx $ (e y?) dy, 


4006. Representar los cuerpos cuyos volúmenes vienen expresados 
por las siguientes integrales dobles: 


a) $ Ñ (x + y) dx dy; d) $ $ VÍ y dx dy; 
Ex +ysl Piyox 
IO yz=0 
b) MN y! EE dy e) $ Í V xy dx dy; 
4 3 IL 1AÑ ? 
AS XLIyS2x 
c) $ Ñ (+ y" dx dy; 1) An sin Vx y? dx dy. 
Ixi+lyl<1 Syp el 


Hallar los volúmenes de Jos cuerpos limitados por las siguientes 
superficies: 


4007, 2=1+px+y, 2=0, x+y=!, x=0, y=0. 

4008. x+y+2=0, 4 y =R*",x=0, y =0,2=0(a>RY 2). 
4009, z==x" + y”, y=x*, y=1, 2=0. 

4010. z==cos x COS y, 2==0, EIN lx < E. 
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1 

3011 ¿=sinzz, 2==U. yEZX, y=0, X==5 

4012. 2=xy, xy z=1, ¿=0. 

Pasando a coordenadas polares, hallar los volúmenes de los cuerpos 
limitados por las siguientes superficies: 

4013, 2 =xy, 9“ +4y—pa”, 

4014. 2=x 4 y, (y =2x y, 2=0 (x0>0, y >0). 

405. 2:=“4Y,“thym=x, ty =2x, 2=0. 

4016. “y 42i=ef, *4y3>alx] (a>0). 

4017, y —az=0, (14 ya x— y), 2=0 (40>0), 

4018. 2=e +30, 20, PyR 

4019. 2=ccos LAS ==, 

y=xige, y=xtfB (a7>0, C>o, Uca f<2m. 

4020. 2=x4- y, 2=x+y. 

Hailar los volúmenes de los cuerpos limitados por las siguientes 
superficies (se supone que los parámetros son positivos). 


2 2 1 
4021. FL 4 E=1, += (90. 


yg? 
x* 7 2* x y 
4022, FH FF 1, aria =!. 
y? F 2 el e £ y _ 
4023. q "irá ar a =p pil z==D, 
yl yy 2 
4024. (7+%) fHi=1, 2=0, 


x CA 

4025. (+4) HE =1, x=0, y=0, 20, 
? 2 2 2 2 2 t 

402. +4 =1, (F++%) =+—=+. 

4027, F=xY, x+y=ú, x 

4028, 2x4 y, xy =a*, xy =20*, ==) y=2x, 20. 

4029, 2= Xy, CRY AY, SE y =?lx, £=0. 

4030, z¿=0csin E, 2=0, xy=4%, y=ax, y =bx (0 a< B; 

x > 0). 
4031. 2=x* 4 y, 2=0, x 4 y=1, x=0, y=0, 


2 


1 2 5 a 
4032. F+ Fi, (2) +(4) =1, ¿=0. 
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4033. ¿=catgZ, z2==0, Vil ya artg Al (y ==0). 
xy 


a 


4033.1. 2=ye *, xy==a?, xy=22, y=MmM y=Rn, z=0 
(LM a. 
8 ”» qn 
4034, SHA 3F=1 x=0, y=0,2=0 (410>0). 


4035, (444) +(2) =1, :=0 y=0, 2=0 (1>0, 
mo>0). 


$ 4. Cálculo de áreas de superficies 


1.7 Caso de expresión explícita de una superficie, El área de una 
superficie lisa 7 =Z (x, y) se expresa por la integral 


YAA e 


donde £2 es la proyección de la superficie dada sobre el plano Oxy. 
2? Caso de expresión paramétrica' de una superficie, Sila superficie 
viene dada en forma paramétrica por las ecuaciones 


x=X(4, 0), y=Y[0, Y) :=2(4, 0), 


donde (u, v) E SN, Y es un recinto cerrado cuadriculable y las funciones 
x, y, z. admiten diferenciales continuas en el recinto $2, entonces, para el 
área de la superficie se tiene la fórmula 
S= $ ' VEG —F dudo, 
E] 


donde 
(228) 
SORONO 
dado Pad Ticdo 
Problemas: 


4036. Hallar el área de la parte de la superficie 42 = xy, comprendida 
en el interior del cilindro x? + y? =a?. 
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4037. Hallar el área de la superficie del cuerpo limitado por las 
superficies x?+22=g?* y?42?2=g2. 

4038. Hallar el área de-la parte de la esfera 1? +y?*422=0?, 
comprendida en el interior del cilindro FL =1(5<a). 

4039. Hallar el área de la parte de la superficie 2? = 2xy cortada por 
los planos x+y=],x=0,y=0, 


4040. Hallar el área de la parte de la superficie x? + y? +43? =g* 
situada fuera de jos cilindros x*? + y? =% ax (problema de Viviani). 


4041. Hallar cl área de la parte de la superficie z=W xi +y 
comprendida en el interior del cilindro x? + y? =2x. 


4042. Hallar el área de la parte de la superficie 2=wWx 3 — y? 
comprendida en el interior del cilindro (x? +2)? =4? (x? —171 


4043. Hallar el área de la parte de la superficie ¿= 3 (x — y?) 


recortada por los planos x—y+=+]x+p=+1 


4044. Hallar el área de la parte de la superficie x? + y? =2az com- 
prendida en el interior del cilindro (x? + y?? = 22? xy. 


4045. Hallar el área de la parte de la superficie x? + y? =a? tecorta- 
da por los planos x +2=0,x-2=0(x>0, y >0) 
4045.1. Halar el área de la parte de la superficie 


3 
Etre 1, 


cortada por el plano z = 0. 
4045.2, Hallar el área de la parte de la superficie 


EIA 
(+4) +H és, 
recortada por los planos x=0,y=0,z=0, 


4045.3, Hallar el área de la parte de la superficie 


2 2 
AO po LE: 


a b 
recortada por la superficie 
2 2 
S+ta=1 (220) 
4045.4. Hallar el área de la parte de la superficie 
sinz=sh x-sh y, 


recortada por los planos x=1,x=2 (y >0). 
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4046. Hallar el área de la superficie y el volumen del cuerpo limitado 
por las superficies x?4y?= 5 22, x+y+2= 20 (a >0). 


4047. Hallar el área de la parte de la esfera limitada por dos paralelos 
y dos meridianos. 


4048. Hallar el área de la parte del helicoide 
x=rcosp y=rsinp, z=fp, donde 0<r<Za (<p < 21. 
4049. Hallar el área de la parte de la superficie del toro 
= (b + acos Y) cos p, y =(6 4 ecos Y)sin q, z =asin Y 


(0 <a <b) comprendida por dos meridianos p=Y,, p=w2 y dos 
paralelos y = Y 1, y= Ys. 


O 


¿A qué es igual el área de la superficie de todo el toro? 


4050. Hallar el ángulo sólido ww bajo el cual se ve el rectángulo 
x=a>0, 0<y=<b, 0<z <c, desde el origen de coordenadas. 
Deducir una fórmula de aproximación para u si a es erande. 


$ 5. Aplicaciones de las integrales dobles a la mecánica 


1.2 Centro de gravedad. Si xp, yo son las coordenadas del centro de 
gravedad de una láminas, situada en el plano Oxy y p=p(x, y) es la 
densidad de la lámina, entonces 


S 1 
xo= 5 Y Y Qs day, v= q Ñ ey dxdy, (1) 
g Q 
donde M = p ¡ p dx dy es la masa de la lámina. 
a : 


Si la lámina es homogénea, en las fórmulas (1) se debe hacer p=1. 

2 Momentos de inercia. Los momentos de inercia f,, f, de una 
lámina 9, situada en el plano Oxy, respecto de los ejes de coordenadas 
Ox y Oy, se expresan por las fórmulas 


f.= ' Y oy dxdy, ¿yum | yor dx dy, (2) 
A 2 


respectivamente, donde p= p (x, y) es la densidad de la lámina. 
Se examina también el momento de inercia centrífugo 


ly =Y | 0 xy dxdy, (3) 


Q 
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Haciendo p=1 en las fórmulas (2) y (3), obtenemos el momento de 
inercia geométrico de una figura plana. 


Problemas: 


4051. Hallar la masa de una lámina cuadrada de lado a, si la densidad 
de la lámina en cada punto es proporcional a la distancia de este punto 
a uno de los vértices del cuadrado y es igual a pp en el centro de] 
cuadrado. 

Rallar las coordenadas del centro de gravedad de las láminas homogé- 
neas, limitadas por las siguientes curvas: 

4052, ay=x*, xy =20 (a*>0). 

4053. V+yy=V a, x==0, y=0. 

2 


4054, xi] yi—ag3 (x0>0, y > 0), 
E Y e 
4055. (+4) =*% (lazo). 
4056. (14 y? =2a*xy (25D, 940501. 


4057. r=a(1+cos q), p=0, 
4058. x=a(t—=sinfj, y=a(1—c05f) (0<te2m), y=0. 


4059, Hallar las coordenadas del centro de gravedad de una lámina 
circular x? + y? <a?, si su densidad en el punto M (x, y) es proporcio- 
nal a la distancia del punto M al punto A (a, 0) 


4060. Determinar la curva que describe el centro de gravedad de la 
superficie variable, limitada por las curvas: 
y =V2px, y=0, x=. 


Hailar los momentos de inercia lx e [y respecto de los ejes de 
coordenadas Ox y Oy de las figuras (p = 1), limitadas por las siguientes 
Curvas: 

A Xx 

4061. ¿+ Z=1, A F=1, y=0 (9,>0, 5,>0, 400), 
4062. ix— 0 +l(y—a)=ar, :=0, y=0 (0 <x<a). 
4063. r=a(1+<cos q). 

4064, x* a ye? (x* + y). 
4065. xy=a?, xy=24, x= 2y, 2x=y (x0>0, y0>0). 


4066. Hallar el momento polar 
1,=1 $ (+ y?) dx dy 
5 
de la figura S limitada por la curva 
(lx? —L y*)" — a? E —y. 


426 


$. APLICACIONES DE LAS INTEGRALES DOBLES A LA MECANICA 


4066.1. Hallar el momento de inercía centrífugo f,y de la figura 
homogénea limitada por las curvas 


au=x?, ax=y”, (a> 0) 
4067. Demostrar la fórmula 


| =!, +88, 


donde 1;, 17, son los momentos de inercía de la figura S respecto de dos 
ejes paralelos ! y 1,, de los cuales, l,, pasa por el centro de gravedad de 
la figura y d es la distancia enfre estos ejes, 


4068. Demostrar que el momento de inercia de un recinto plano $, 
respecto de la recta que pasa por el centro de gravedad O (0, 0) y que 
forma un ángulo « con el eje Ox, es igual a 


[=1!, cos? a —21,y sin el eos al + y sin? a, 


donde f, e f, son los momentos de inercia del recinto S respecto de los 
ejes Ox y Oy, e [xy es el momento centrifugo: 


Ley = 13 pxy dx dy. 


4069. Hallar el momento de inercia de un triángulo regular de lado a 
respecto de la recta que pasa por el centro de gravedad de) triángulo y 
que forma con su altura un ángulo a. 


4070. Determinar la presión del agua sobre la pared lateral x > 0 de 
una vasija cilíndrica x2 4 y? =4?*, z=0, si el nivel del agua es 2= A. 


4071. Una bola de radio a está sumergida en un líquido de densidad 
constante a la profundidad % (contando desde el centro de la bola), 
donde h=>a. Hallar la presión del líquido sobre las partes superior e 
inferior de la superficie de la bola. 


4072. Un cilindro circular recto, cuyo radio de la base es igual a a, y 
de altura b, está completamente sumergido en un líquido de densidad ó, 
de tal modo que su centro se encuentra a la profundidad A bajo la 
superficie del líquido y el eje del cilindro forma con la vertical un 
ángulo a. Determinar la presión del líquido sobre las bases inferior y 
superior del cilindro. 


4073. Determinar la fuerza de atracción de un punto maternal 
P(0,0,b) por un cilindro homogéneo xX4+y? <a, 0<7<h, si la 
masa del cilindro es igual a M y la masa del punto es igual a »n. 
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CAPITULO 8. INTEGRALES MULTIPLES Y CURVILINEAS 


4074. La distribución de la presión de un cuerpo sobre una lámina 
arrugada 


q? e 
at sl 
; 4 “ Je _p 
viene dada por la fórmula p=pll==- 1): 


Calcular la presión media del cuerpo sobre esta lámina, 


4075. Un prado, que tiene la forma de un rectángulo con los lados a 
y b, está cubierto uniformemente por hierba segada cuya densidad es 


igual a p E ,¿Qué trabajo mínimo hay que realizar para recoger todo 
m 


el heno en el centro del prado, si el trabajo de transporte de una carga 
de P kg a la distancia r es igual al kPr(0<k=< 1 


3 6. Integrales triples 


1.5 Cálculo directo de una integral triple. Si la función Fs ze 
continua y el recinto Y está acotado y se define por las siguientes 
desigualdades: 


ASIS YIAÓSISAA A Y) 25 22 (x, y), 
donde y, Cd), y. (o), Z1 (x, y), 22 (x, y) son funciones continuas, en- 


tonces la integral triple de la función £(x, y, 2), extendida al recinto Y, 
puede calcularse por la fórmula 


da (1) 2, 


E 
ALO Y, 2) de dy da=$ dx f dy $ F(x, y, 2) dz. 
v 1 ARS ZDAY 


Á veces es conveniente aplicar la fórmula 
Xa ; 
Í Vice u, 2) dx dy dz=1 de UN FGx. 1 2) dy dz, 
1 Xi Sí 


donde S (x) es la sección del recinto Y porel plano x = const. 


2.” Cambio de variables en la integral triple. Si e) recinto cubiculable 
cerrado y acotado V del espacio OÓxyz se transforma biunivocamente en 
el recinto Y” del espacio O'vw mediante las funciones con diferenciales 
continuas 


X=X lu, v, 65) Y=y(u, o, W),  z2=> (e, D, 10), 
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siendo 


Dix 4 
pp 0 para (1, 0, 0) € V”; 


se verifica la fórmula 


$45 10% Y, 2) ax dy da Y Y Hen o, 2 g(e 0,00), 2 (2, 0, 0)1/] du do de. 


Como casos particulares, se tiene: 1) el sistema de coordenadas cilíndri- 
cas Y, r, h, donde 


x=rco0sqp, y=rsinq, 2=f, 


DEA), 
DEA ' 


y 2) el sistema de coordenadas esféricas Y, y, r, donde 


x= c0s pcos Y, y= "sin q eos p 2=rsin pa 


Dix, u, 2) 


mar pl ; 
A a 


Problemas: 


Calcular las siguientes integrales triples: 


4076. $ $ j xy? 23 dx dy dz, donde el recinto V está limitado por 


v 
las superficies Z=XY, Y =X, X= 1,z=0. 


*) A veces, Se utilizan las coordenadas esféricas y, 9, p, relacionadas con las coordenadas 
cartesianas por las fórmulas 


x=psingcosp y=8 sin 8 sin y, 2=pt0s0, 
donde0<p< +0, 050 <51,0<p<2m, y 
Dix y 2 


= —2= =p siné 
D (4,8, p) 


Aquí 9, e son las coordenadas polares en el semiplano y = const respecto de] sistema volas con 
el palo en el origen y cuyo eje polas coincide con el semieje positivo Oz y pes la coordenada 
cilíndrica. Estas coordenadas esféricas están relacionadas con las coordenadas cilíndricas por las 
(órmidas 

reapsinód, h=pco50, p=wY. 
(N, del T.) 
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0 dx _Irdyds j : e 
4077, St donde el recinto V está limitado por 
las superficies x+y+4z=1,x=0,y= 0,2=0, 

4078. 3 ÚS xyz dx dy dz, donde el recinto V está limitado por las 

y 

superficies 12 +? 42211 x= 0y=0,z=0. 

4079 EE 5 limi 

; ALE: Fire) x dy dz, donde el recinto V está limita- 


do por la superficie 
O 
Tit! 
4080. Ñ Ñ y Vox? +3? dx dy dz, donde el recinto V está limitado 
v 
por las superficies 
d+y=2, z=l. 


Colocar de diversos modos los límites de integración en las siguientes 
integrales triples: 


la y 
4081, Sas í dy. $ ÍAX, y, 2D dz. 
1 pS, 1 
4082, Fax $ ay Ñ FX, y, 2)dz. 
1 Me VR FP 


t xi y? 


4083. Sax joy $ FIX, y, 2)0z. 


% 


Us las integrales ect por integrales ordinarias: 


4084, Se Saro 4085. Laja rare 


4086. Hallar 
A B É Ñ 
faxf ay fix, y, az, 
ó b € Ñ 


SI 2D=F iy, (23,2) y 4, AB. C son constantes. 
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Pasando a coordenadas esféricas, calcular las integrales: 
4087, ' $ j 23 y? +22 dx dy dz, donde el recinto Y =stá limi 
V 


tado por la superficie x? +y* + 22 =z. 
COVA VIA 
4088. ' dx $ dy ' z* dz. 


4089. Pasar a coordenadas esféricas en la integral 
AVATAR de dy de, 
v 
donde el recinto Y está limitado por las superficies 2 =x2+y?,x=y, 


x=1,y=0,2=0. 


4090. Efectuando el cambio de variables correspondiente, calcular la 
integral triple 


k hi ! y e y po 
donde Y es la parte interior del elipsoide ++ HF 71. 


4091. Pasando a coordenadas cilindricas, calcular la integral 


' $ Vue dy”) dx dy dz, 


v 
donde el recinto V está limitado por las superficies >4yodaz=2, 
4092. Calcular la integral 


$ ' | dx dy dz, 
Y s 
donde el recinto Y está limitado por las superficies 2 =ay*, z=by?, 
y>0(0<a<b),7=0x, 2=fx (0<0<8),2=h (1 > 0). 
4093. Hallar la integral y ' Yxyz dx dy dz, donde el recinto V está 
V 


situado en el octante x >0, y>0, 27 >0 y está limitado por las 
superficies: 


2 2 Ñ 2] y? 
+y Xx o q =ar, xy=b', y=0x, y=fbx 


(0ZaZo, 0LaLB 0<m<m. 
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4094. Hallar el valor medio de la función 
Fa, 2)=x84 y94 22 


en el recinto x?+p?2+22<y +y+z 
4095. Hallar el valor medio de la función 
PO ne 
: 2 ye 2! 
en el recinto RATE SEL 
4096. Aplicando el teorema del valor medio, acotar la integral 
dx dy de 


EM RR 


a * 
A iz RA 


donde a? 4 p? 4 p2 >R?2 


4097. Demostrar que, si la función f(x, y, 2) es continua en el 
recinto Y y 


154 Cs Y, 2)dxdydz=0 


o 


para cualquier recinto wc< V, entonces f(x, y,:)=0 para 
(x, y, 2) EV, 
4098, Hallar F* (£), si: 


JEO0= ÍN /t+y42dDardydz, 
Ay 22 a 


donde f es una función diferenciable; 


DI F()= Vf fxyz) dx dy dz, 


donde f es una función diferenciable. 
4099. Hallar 
$ $ yz dedy dz, 
y 1 


Aya 
donde », y p son números enteros NO negativos, 
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2. CALCULO DE VOLUMENES MEDIANTE INTEGRALES TRIPLES 
4100. Calcular la integral de Dirichlet 
SEG 0yiz (1—x—y—2) de dy de 
Y 


(p>0, q>0, r>0, s> 0), 


donde el recinto Y está limitado por los planos x+y+2=1,x=0, 
y=0,z7=0, haciendo 


ayb y+z=im 2=bib 


8 7. Cálculo de volúmenes mediante integrales triples 


Er volumen de un recinto V se expresa por la fórmula 


V= A 


Problemas: 


Hallar los volúmenes de los cuerpos limitados por las siguientes 
superficies: 


4101. 2=x?*+y? 2=2x*42y, y=x, y, 
4102. 2=x + Z=Xxp x+y==l, x=0, y=0. 
4103. 2420? x+y=ta x—y=Tta. 
4104. az=x?4 y 2=V x24 y? (a > 0). 
4105. az=0*—x*-— y, =a-x—Y x=0, y=0, 2=0 
(a > 0) 
4106. 2=6—x0—y 2=Y 17. 
Pasando a coordenadas esféricas o cilíndricas, calcular los volúmenes 
de los cuerpos limitados por las superficies: 
4107. 4 y4+22=2a2z, 242. 
4108. (244422900 (x?4- y? 21). 
4109, (12499429 =3x yz, 
4110. 2433) 2=40, xi ye “qyi=z2 (20) 
(0 <a<b). 
En los siguientes ejercicios es conveniente utilizar las coordenadas 
esféricas generalizadas 


rr py? (10; 0<q=<?x; -<v< 3), 
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introduciéndolas según las fórmulas 
Xx =ar cos” q cosb ap, 
Y =br sin* q cost y, 
2=cCr nt 


(a, b, c, a, f son unas constantes)*? 


D (x, Y, 2) =apaber? cos371 p sip*71 q cos24-1 Pp sinf-1 Y. 


Dir, 9, Y) 
Calcular los volúmenes de los cuerpos limitados por las superficies: 
xÉ 175 aná x E 
411. (+ +3) a 411454 £4%= 
222 E 2 


e 


Utilizando un cambio de variables adecuado, calcular los volúmenes 
de los cuerpos limitados por las superficies (se supone que los pará- 
metros son positivos): 


Y Y ZN? . 
4116. (++) =F+Í (0 >0, y 0, 230). 


b 
4118.1. += (1>0, y>0, 2>0) 
4117. (++) — (x>0, y>0, z>0) 
2 2 
4118, E) + +(5 =1l (130, y>0, 230). 


4118.1. E >0, y>0, 2 >0). 


4118.2. VZz ya l(x>0, y >0,z>0U) 


*) También pueden utilizarse las coordenadas esféricas generalizadas, según las fórmulas 
x=0psinta cod p 
=b e sin*g sinó y 
2=c pco 
(0<p<+0), 0<86 7, 0% p< 72m) 
con 
D(x y, 2) 
D (0,0, 4) 
Vease la nota del traductor en el 8 6, (N. del T.) 


I= =agabc o? sin" "la costa sinó" a co? y 
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1 2 

4118.3, (JE E) 
ey, 228 Ly, ay=él, y =20f, 1=3, 
2x=y (x70>0, y >0). 

4120. 4200, im, di y—=0 (x > 0). 


2 at? 
4121. Ly rs 
r 
pr es 
e ip pay 2 Z + = 
a (ra) 00 : 
A Y 
4123 CNO == aresin [E EA 
MA e AENA 
aca a 
x=0, x=. 
2 
y A Mo E 
4124. —= +4 -=!In : =D. z=0, =+-=0, 
b x Y b € 
LE 
Ey =1 
u b ESA 


4125. ¿En qué razón divide la superficie x?* 4 y? +a2 =4a* el volu- 
men de la esfera x? + y? +2? < 4a2? 


4126. Hallar el volumen y el área de la superficie del cuerpo limita- 
do por las superficies x?* + y? =az, 2 = 24 — E + ya >0). 


4127. Hallar el volumen del paralelepípedo limitado por los planos 
ax A- by + 2-5; (¿= l, 2, 3), 
s] | 


1 1 


Bb. €, 
b, 6.55%. 
b, C, 


z 


A= 


a 
e, 
) 2, 
4128. Hallar el volumen del cuerpo limitado por la superficie 


A 


si 
a,b, € 

AÁ=te, b, e, | 760. 
7 
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4129, Hallar el volumen del cuerpo limitado por la superficie 
xa? pe rn ¿En 2- y mo n-2 
(S+£) +a=+(5+4) (a >1). 


4130. Hallar el volumen del cuerpo situado en el octante positivo del 
espacio Óxpz (x>0,y>0,7> 0) y limitado por las superficies: 


mn a Pp 
+ a +5=1 (m>0, 2n>0,p>0, x=0 y=0, 2=0, 


S 8. Aplicaciones de las integrales triples a la mecánica 


1. Masa de un cuerpo. Si un cuerpo ocupa un volumen Y y 
P=p(x, y, 2) es su densidad en el punto (x, y, z), entonces su masa es 
jgual a 


m=|l fedrayaz. (1 


2.” Centro de gravedad de un cuerpo, Las coordenadas del centro de 
gravedad de un cuerpo (Xq, Yo, 24) se calculan por las fórmulas 


== [$ foxarayas | 
3 $ escasas ) 2) 
AE 


Si el cuerpo es homogéneo, en las fórmulas (1) y (2) se puede hacer 
p=1. 

3." Momento de inercia. Se llaman momentos de inercia de un 
cuerpo respecto de los planos coordenados a las Integrales respectivas 


ley =$ ) $ Qe? dx dy dz, tya=" ! $ 0x* dx dy de, 


£ 


la $ ¡ 04? dx dy dz, 
13 


Se llama momento de inercia de un cuerpo respecto de un eje lala 


integral h= Ñ Ñ $ or” dx dy dz, 
P 
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donde r es la distancia del punto variable del cuerpo (x, y, z) al eje 1 En 
particular, para los ejes coordenados Ox, Oy, Oz, se tiene, respectiva- 
mente: 


Lo Lay Else ly= by bye» == di lay 


Se llama momento de inercia de un cuerpo respecto del origen de 
coordenadas a la integral 


el ) fome +yi4 7) dx dy az. 


Evidentemente, se tiene: 


L= IgE ly Pos: 


42 Potencial de un campo de gravitación. Se llama potencial newto- 
niano de un cuerpo en el punto P (x, y, z) a la integral 


ge 
tx y AS m%» ES , 


donde Y es el volumen del cuerpo, p =p (E, n, $) es su densidad y 
r=VE=3P Him 1 2 
Un punto material de masa m es atraido por el cuerpo con una 


fuerza, cuyas proyecciones X, Y, Z, sobre los ejes coordenados Ox, Oy, 
Oz, son iguales a 


ón E—x 
Y 


e: ( n—y 


3 “ 
21000 1 0 and 


donde k es la constante de la ley de gravitación. 


Problemas: 


4131. Hallar la masa de un cuerpo que ocupa el volumen unidad 
0O<x<1l, 0<y<1,0<z<1, si la densidad del cuerpo en el punto 
M (x, y, z) viene dada porla fórmula p=x+y +2. 


4132. Hallar la masa de un cuerpo que ocupa la región infinita 
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A e > A 


p=pp ef 


densidad varía según la ley 


++" donde Po>0 y k>0 son constantes. 


Hallar las coordenadas del centro de gravedad para los cuerpos 
homogéneos limitados por las siguientes superficies: 


E y > 
4133, + AGE Z=!Hb. 


4134. 


¿== y, eo y==a, x=0, y=0, 2=0, 


(x=>0, y >0, 2>0. 


4135. xi =2pz, y? =2px, x=>+,, ¿=Ú. 

e y? e 
4136. ¿rara=! x=0, y=0, z=0, 
4137, Adina, E (¿> 0. 
4138. 4-4 yz, xhy=z, 

Ay 2x2 
4139. (GS) =Y 
4140. 


E] 


17 
441 + 


(17>0, x3>0, y>0, 20). 


] 
IR, RL, y =RÓ Ll, 1 y 


Te 


4142, Determinar las coordenadas del centro de gravedad de un 
cuerpo que tiene la forma de un cubo: 


0Ex=<!, 0<y<l, Usz<l, 


si su densidad en el punto (x, y, z) es igual a 


23=1 2%$-1 271 
A L=Í = 
ES 


donde O0X<a<1! 0<f$<1, 0<y<1. 
Determinar los momentos de inercia respecto de los planos coordena- 


dos de los cuerpos homogéneos limitado 


(los parámetros son positivos): 


A 2 
4143, daa aria x=0, y=0, z=0, 
Y ye o _ e y 
4144, co a A Ó S Pod zZ—l, 
E, 2 x é x 
4148 a TRPFa= a hhi=?. 


2 
4147. a A =22, ce A 


1? 
4147.1. (E+: 
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5 por las siguientes superficies 


8. APLICACIONES DE LAS INTEGRALES TRIPLES A LA MECANICA 


X dl] F Y rn 2 A 
4147.2, (2) +(+) +(3) di 
x=0, y=0, 7 =0 (n7>0; x>0, y=0, 70). 
Determinar los momentos de inercia respecto del eje Oz de los 
cuerpos homogéneos limitados por las superficies: 


4148, 2=x Ly, x4y=z>Hl x—y3=2zxl, 2=0. 
4149. Ly ii 2 2 ty=2 (í25> 0). 
4149.1. (y 42oy—a?z. 


4150. Hallar el momento de inercia de una bola no homogénea 
Y +y? +22 <R? de masa M respecto de su diámetro, si la densidad 
de la bola en el punto variable P (x, y, z) es proporcional a la distancia 
de este punto al centro de la bola. 


4151. Demostrar la igualdad 
1= h, + Md”, 
donde /, es el momento de inercia del cuerpo respecto de un eje !, f;, es 
el momento de inercia respecto de un eje /, que es paralelo a [ y pasa 


por el centro de gravedad del cuerpo, d es la distancia entre los ejes y M 
es la masa del cuerpo. 


4152, Demostrar que el momento de inercia de un cuerpo que 
ocupa un volumen Y, respecto de un eje [ que pasa por su centro de 
gravedad O (0, O, 0) y que forma con los ejes coordenados los ángulos 
a, f3, y, esigual a: 


1,= 1 cos* a 4-1, cos” Pl, cos? y — 2K,, cos a cos fp — 
—2Kk,,cos a cos y — 2K,, cos $ cos y, 


donde fx, f,, £, son los momentos de inercia del cuerpo respecto de los 
ejes coordenados y . 


K,=1 ' Vexy dx dy dz, K=| $ Ñ quz de dy dz, 
v 


v 
Ky,=| Vo yz dx dy dz 


son los momentos centrífugos. 


4153. Hallar el momento de inercia de un cilináro homogéneo 
x? 4 y? <a?, 7 =+ h, de densidad py, respecto de la recta x=y=2. 


4154. Hallar el momento de inercia respecto del origen de coordena- 
das de un cuerpo de densidad py, limitado por la superficie 


Ya Y 0 y. 
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4155. Hallar el potencial newtoniano en el punto P(x, y, 2) de una 
bola homogénea E* +9? +42 <R? de densidad Po. 
indicación. Hacer pasar el eje Of por el punto P (x, y, 2). 


4156, Hallar el potencial newtoniano en el punto P (x, y, z) de una 
capa esférica Ri <E +9? 472 <R?2. si su densidad es p=f(r), don- 
de f es una función daday R=YV E +4 q 

4157. Hallar el potencial newtoniano en el punto P (0.0.2) del 
cilindro E? +9? <a*, 0<f <h de densidad constante po. 


4158. ¿Con qué fuerza es atraído el punto P (0, O, a) de masa m por 
una bola homogénea 2 +19? +42 <R? de masa M7? 


4159. Hallar la fuerza con la que €s atraido el punto P (0, 0,2) de 
masa unidad por el cilindro homogéneo £? + <a, 0<t<h, de 
densidad po. 

4160. Hallar la fuerza con la que un sector esférico homogéneo de 
densidad py atrae a un punto maternal de masa unidad, situado en el 
vértice del sector, si el radio de la superficie esférica es igual a R y el 
ángulo de la sección axial del sector es igual a 2a. 


$ 9. Integrales impropias dobles y triples 


1.” Caso de un recinto infinito. Si el recinto bidimensional Q no está 
acotado y la función f (x, y) es continua en £2, entonces, por definición, 
se hace 


y (%, y dx dy= EEN Ex, y) dx dy, 


donde $2, es una sucesión arbitraria de recintos cuadriculables cerrados 
y acotados, que agotan el recinto $2. Si existe el límite del segundo 
miembro y éste no depende de la elección de la sucesión $2,,, la integra! 
correspondiente se lama convergente; en caso contrario, divergente, 

De un modo similar se define la integral triple impropia de una 
función continua, extendida a un recinto tridimensional no acotado. 

2." Caso de una función discontinua Si la función f(x, y) es conti- 
nua en todo el recinto cerrado y acotado $2, a excepción del punto 
P (a, b), entonces 


y 370 y)dx Ea Fix. y) dx dy, a) 
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donde !/, es un recinto de diámetro £ que contiene al punto P, y en el 
caso de existencia del límite, la integral considerada se llama conver- 
gente; en caso contrario, divergente. 

Suponiendo que en un entorno del punto P(a, b) se verifica la igual- 
dad. 


fi y=?* a l , 


donde el valor absoluto de la función y (x está comprendido entre 
Y (x- a) +0— b) 


dos números positivos m y M y r= se obtiene 
que: 1) sia< 2 la integral (2) es convergente, 2) si > 2, la integral (2) 
es divergente. 

De un modo similar se define la integral impropia (2) si la función 
f(x, y) tiene una línea de discontinuidad. 

El concepto de integral impropia de una función discontinua se 
extiende fácilmente al caso de integrales triples. 


Problemas: 


Estudiar la convergencia de las integrales impropias con el recinto 
infinito de integración (0<m <p (x, y) | <M)y. 


pom qa 


4161. A 4162. Y laica 
4163. SS o 
4164. ÚS E (p>0, 9>0). 
4165. 5 A Ox dy, 
y 31 


4166. Demostrar que, si la función continua f (x, y) no es negativa y 
Sa (m=1, 2, ...) es una sucesión cualquiera de recintos cerrados y acota- 
dos que agotan el recinto S, entonces 


VU sq yaxay= lim Y Y 7(x) y dxay, 
Ss n +00 Sy : 
donde el primer miembro tiene sentido o no simultáneamente con el 
segundo miembro. 
4167. Demostrar que 
lim ¡ $ sin (Y yA dxdy=x, 


E E 
lyl=" 


CAPITULO 8, INTEGRALES MULTIPLES Y CURVILINEAS 


mientras que 


lim Ñ $ 


1 y ren 


sin(x* + y?) dx dy=0 


(1 es un número natural), 
4168, Demostrar que la integral 


S / A aser 


x>=1,y>1 


es divergente, a pesar de que las integrales reiteradas 


+0 
) ee Tiro y E Esas 


son convergentes, 
Calcular las integrales: 


4169, Ñ de dy. 


dx du 
4172, 55 EPS 


xÉr 
y, xy xi4+y 121 
Y>1 
dxd dx du 
erro. (NL, za $ E. 
X ¿ 
sen (x + y) A ap 
0SEXEZI 
4171. A $ ernax ay. 
E JE MN 
ayi VI y Y mz x<y 
Pasando a coordenadas polares, calcular las integrales; 
+0 Po 
4175, $ fent dy gy, 
— 0 =w0 
“Luo +0 
4178. f Ve ARI cos (xt + y de dy. 
— MN —-m2 
+0 +0 
477 NS 004 iy (A yt) de dy, 
=0m -=0 
Calcular las integrales: 
+wm +0 
4178, $ Ve di E 
2D —% 


donde aZ 0, er—¿* 0 
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4179. Y AER a gy, 


4180. $ | eye Caxdy (0<lEl<1. 


Estudiar la convergencia de las integrales dobles impropias de las 

funciones discontinuas (0 <m <lp (xr, y) 1 <M): 
dxd 
4181. Mer donde el recinto $2 se determina por las condi- 
En] 
ciones: ly 1 <x?;x?+y? <1l. 
px, Y) 
4182. $) e e dy 


A AFA 
dx d 
00 tl 
IxI+ly131 


ce ptr, 4) p(x, Y 
4184, [GEL ara. 4185. 13 a de dy. 
0.0 Y 
4186. Demostrar que, si: 1) la función p(x, y) es continua en el 
recinto acotado a <x <A,b<y<8, 2)la función f (x) es continua 
en el segmento 4 <x <A y 3) p < 1, entonces la integral 


A B 
d px, y) 
) « ar Y 


es convergente. 
Calcular las siguientes integrales: 


! ñ e a 
4187. ln == dx dy. 4188. dx A A 0). 
a Ve+y ) MS E á 
4189. $ $ Insin (x— y) dx dy, 


donde el recinto 9 está limitado por las rectas y = DY =xx=r. 


4190. PS 
+y Gx E 
Estudiar la convergencia de las siguientes integrales triples: 
Plx, y, z) 
a | AAA a 
any 2) 


donde 0<m<l|y( y, 21 <M 
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PAX. 7, 7) : 
4 192, VIE dx dy dz, 


ty 


donde 0<m<|p(x,y,2) 1 <M. 


dx du dz 
18 NÚÍ Er 0>0.9>0,1>0. 
Exit+lyiblz io! 


4194 55 (x.y, 2) dx dydz 
Hb Madre 
A ES 


donde 0<m<lf/(x 2 1<M, Y PD y (0) son funciones conti- 
nuas en el segmento (0, a]. 


4195. E. 


rÍ<1, 
EA 
1l<, 


Calcular las integrales: 


4196, a. 4197. AÑ A 


Pdyrza 


dx du dz 
4198. TA" 
Az 
O 
4199. ( ' y e AIEAI q dy dz, 
0 —00 — 05 
4200, Calcular la integral 
+0 to +0m 
CL da, de dx, 
—0 =05 —00 E 
3 3 
donde P de, ka, 5) A y 0jX ix, (a; =45;) es una forma cuadráti- 
ca definida positiva. f=1j=1 


$ 10. Integrales múltiples 


1." Cálculo directo de las integrales múltiples. Si una función 
:8 Ap X2, ... , Xp) es continua en el recinto acotado definido por las 
desigualdades [SALE 
Lx) 55), 


, te 
xo ¡cm xa, a! ANS Xi. Lo, ..., A 


10. INTEGRALES MULTIPLES 


donde x, y x' son constantes y x2 (x1), O A E 
1d] . - 
ads En Pejs ia 10. SON funciones continuas, en- 


tonces la integral múltiple correspondiente puede calcularse según 
la fórmula 


AS Las tor+ e, 1d3, dt... 0%. = 


Q 
»” » ” 
x, xx) Xp Mam 1) 
— ' dx, ' BXy.. . p Fix. Ea .... Xx.) dx. 
* , 4 
Xx, E, (x,) Xan na) 


2? Cambio de variables en la integral múltiple. Si 1) la función 
Pri o Al ES uniformemente continua en un recinto medible y 
acotado $2; 2) las funciones con diferenciales continuas 


u=qiEn En 0. Ey lil hc 0) 


realizan una transformación biunivoca del recinto: (2 del espacio 


Ox,Xz ... Xp en un recinto acotado Q' del espacio OE, Ea ... En y 3) el 
jacobiano 


Dia, Xy, ...» X 4) 
Pl e Ti LI a 
2 30 aaa Lido 


en el recinto (2”, entonces es válida la fórmula 


$ j UR YE Xgs no.» An EX OL] ... dx, = 


[9] 


== $ loas yo Par 0.1 Op) 17 1dE, d8s 2. dE» 


ar 


En particular, al pasar a las coordenadas polares (*, 1,92, 


EEE 'Pn =1 ) 
según las fórmulas 


XA, ==FC08 QP.. 
xr, =r sin (p, Cos Pz, 


ATT JET E 2 O * . . * 4 


Xp RF SiO py Sin pa» > -SÍA Pp ¿05 Pato 
Xy =4 sin qp, Sn Pg. +25 Pp, SN Pa 


se tiene 


D(X. la» , , Xn) « . = - 
q =D lo dara nd ma gia? q, sin qa. SÍ o qe 
Dfr, Pi. cn Pra) 'm $ E Pz Pa-i 
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Problemas: 
4201. Sea K (x, y) una función continua en el recinto Ría <x< b; 
as<y<b) y 
bob b 
Kate, 9 = 8 V $ Klo ED KE, tdo Kb yrdl dl... dí, 


a 


Demostrar que 
b 
A 1 UK, (o, 0) K, (E, y) dl. 


4202. Sea f= Pa des ne una función continua en el recinto 


0<x <x(=1,2,... 2). Demostrar la igualdad 
faJe...T Paz, fas, ass pS 7ds, (n => 2). 


4203. Demostrar que 


fa-1 


far het... S FUND FE) dl, sf Jr ya)" 


donde f es una función continua. 
Calcular las siguientes integrales múltiples: 


4204, a) e ata... + 5) dx, OX ¿o Xy 
0 0 


v 
1 5 
b) $ ol aabo o. x,) dx, dx... dx, 
DOY o 
4205. .=  SS..S dx dx 0. A 
E TN 
A 


] Xx; > 
4206, (ex, dea EA 

o v 0 
4207. Mola hs AH e, dl, A A 


AJO xo ade .. Xp 
AFA Ct 


= 


4208. Hallar el volumen del paralelepípedo n-dimensional, limitado 


por los planos 
Ox, | 8,,X xo +. o pa ín Xy ==, (í==1, 2, ..-3 Mm, 


siendo A =| aji 0. 
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4209. Hallar el volumen de la pirámide n-dimensional 


. Ao — 7 : 
ES el, ¡30 (b==k; 2, si di) 


4210. Hallar el volumen del cono a-dimensional, limitado por las 
superficies 


ps : AS A EN 
AS its, X= 0, 


4211. Hallar el volumen de la esfera n-dimensional 


a+ba+.. bx E 
4212. Hallar 
$ " ardid 
2 


donde el recinto $2 se determina por las desigualdades 


A 44, E 7 


e y dx, dy... ÍXp ] 
Vi=ad-x Xx —= 2... — PR 


Axe + 21 


4213. Calcular 


4214. Demostrar la igualdad 


x EN Ln 


dx, | dx, yaa dx 10% A a A 


st. 


4215. Demostrar la igualdad 
a, a 2,1, dx,. AS O AT 
ES 


MN] 0 
4216. Demostrar la fórmula de Dirichlet 


A Pp. 1 
14--3 xa EE A dx, dx,...dX == 


n 
TO Xp: 0 


x xd» > RES 


CACA 
TA, Er +... +. +!) (Pr Parr... P..>0. 
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4217. cias la fórmula de Liouville 


A A 
ES A 
os EXE) 


Pen» a, 
e. L, dx, dx,...dx == 


Dip B10)- Pipa) un) yor + 0 
Ñ— —_— Md A A di , pas la 
Pío, +p.+... Ep.) pr e, Par. P e 


0 
donde f (1) es una función continua. 


Indicación. Aplicar el método de inducción matemática. 
4218. Reducir a una integral simple la integral n-ple (n > 2) 


a 


extendida al recinto xi +x2i +. Fx <R?, donde f (u) es una fun- 
ción continua. 


4219. Calcular el potencial sobre sí mismo de una bola homogénea 
de radio R y densidad py, es decir, hallar la integral 


7 AS dd de dps 


+ +2 ER” 
ende 


donde 
DY AE Y. 
4220. Calcular la integral n-ple 


na 
+0m+a +0 — ( y 0 ¡¿Ajx qt E buxrte] 
a $ e Cii= = de, de... de, 


mm -2 en 


A 
si Y 4yx,x,(0,,=a,¡) es una forma cuadrática definida positiva. 
i=1 Á 
$ 11. Integrales curvilíneas 


* Integral curvilínea de 1% especie. Si f(x, y, 2) es una función, 
de y continua en los puntos de una curva lisa € 


A=X O, y=yl0), 2=2 (8) (l, 51 == T) (1) 
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y ds es la diferencial de arco, se tiene 
P 
| Fe y dds= yA (0.09 210) VA OE yr 04770 de. 
£ lo 
Una particularidad de esta integral es que no depende la dirección en la 
curva C. 
22 Aplicaciones de la integral curvilinea de 1% especie a la mecáni- 


ca. Sip =p (x, y, 2) es la densidad lineal en el punto variable (x, y, z) de 
la curva €, entonces la masa de la curva C es Igual a: 


M= $ olx, y, 2) ds. 
£ 


Las coordenadas del centro de gravedad (Xg, Yo, 24) de esta curva se 
expresan por las fórmulas 


] 1 ] 
=> EN y. 2)6s, 05) veto Hp 2]ds, 2, er [ze lx. y, 2)ds. 
É a Fa 


3.2 Integral curvilinea de 2* especie. Si las funciones P=P (x, y, 2), 
O=0 (x, y, 2), R=R (x, y, 2) son continuas en los puntos de la curva 
(1), recorrida en la dirección del crecimiento del parámetro f, se tiene 


(24, q Dd +Qlxo y dy Río y. 2) dz= 
la] 


T 
= PRO gl 20) CORO O 0 0H 2) 


fo 


FRIO. yl, 20) 2 (2)] de. 


Al cambiar la dirección del recorrido de la curva € esta integral cambia 
su signo por el contrario. En la mecánica, la integral (2) representa el 
trabajo de una fuerza variable (8, Q, Rj, cuyo punto de aplicación 
describe la curva C. 


4.2 Caso de una diferencial rotal. Si 
Pdx, y, 2) dx +0(x% y, 2)dy +R (x, y, 2) dz = du 
donde u =u (x, y, z) es una función uniforme en el recinto Y, entonces, 


independientemente de la forma de la curva C, situada completamente. 
en el recinto Y, se tiene: 


| Pdxr+Qdy HR de =u (2 lo 2) —U (Lo; lo Ens 
€ 
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donde (x,, Y,,z,) es el punto inicial del camino y (xa, y, 2.) e) final, 
En el caso más simple, en que el recinto Y es simplemente conexo y l¿s 
funciones P, Q, y R admiten derivadas parciales continuas de primer 
orden, para esto es necesario y suficiente que se cumplan idénticamente 
las siguientes condiciones 


P_0Q 20_0R 0R_dP 
0" "0x* de Ey? de Oz, 


en el recinto Y. 
Entonces, en el caso más simple de un recinto paralelepipeidal J” se 
puede hallar la función u según la fórmula 


xXx Je Z 
n(r, y, ej== Í Pix, y, 2dx+ $ UM 2) dy + RlXo ar 2102 Rc, 
Zo 


o Yo 


donde (Xa, Ya, Zo) es un punto fijo del recinto Y y e esuna constante 
arbitraria. 

En la mecánica, este caso corresponde al trabajo de una fuerza que 
tiene potencial. 


Problemas: 
Calcular las siguientes integrales curvilíneas de 1? especie. 
4221. $ (x +1) ds, donde C es el contorno del triángulo con los 
vértices 0%0, 0), 4 (1.0) y 8 (0, 1. 
4222, Í y? ds. donde C es un arco de la cicloide 
il == ((—sint), y=a(1 —cosf) (0 <i=< 2a). 
4223. $ (+? + y?) ds, donde € es la curva 
a: '—=4 (sint— feos f) (0<1< 21). 
224. Ml xy ds, donde Ceseltarco de la hipérbola 
d r==acht, y=asht (0<t<t). 


+ 


? z 


4 - 
z 


4225, ¡ (+ pi) cds, donde C esel arco de la astroide y — 0 


€ —_— 
1 ; z 5 Ad 
4226. be PR e donde € es un circuito convexo limitado por 


E 
las Curvas 7=4, p= 0. p= 5 (r y p son las coordenadas polares), 


4227. 1 |» Hds, donde C es el arco de la lemniscata 
¡e 


yy 0" (1? — yt), 
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4228. Í x ds, donde C es la parte de la espiral logarítmica » =ae** 
C 
(k > 0) situada en el interior del círculo 1 <a, 
4229. $ Y x* + y? ds, donde € es la circunferencia x? + y? =ax. 


€ 


4230, v£ , donde Ces la catenaría y = ach - : 
y 
€ 


Hallar las longitudes de los arcos de las curvas del espacio (los 
parámetros son positivos): 


4231, x=3t, y =38, 7 =2f*, desde O (0, 0, 0) hasta A (3, 3, 2). 
4232. x=e cost ty=e sínttz=e"*, parad<t<>+oo0, 


> o Xx 4), Ox a 
4233. y =4a arcsin ir be mr O(0, O, O) hasta 


Á (xa. Yos Zg). 
4234. (x - y? =a(x + y), x? —y? => 2? desde O (0, O, 0) hasta 
A (Xo, Yo» Zo? 
4235. + y? =cz, 2 =!g— desde O (0, O, 0) hasta A (Xo, Yo» Zo). 
4236. x+y?+2'=0*, Vx? 4 y? ch (arctg Zj=a desde el 


punto 4 (a, 0, 0) hasta el punto £ (x, y, 2). 
Calcular las integrales curvilíneas de 1? especic, tomadas a lo largo 
de las curvas del espacio. 


4237. $ (0? + y? +2?) ds, donde € es la parte de la hélice circular 
C 
*=acosft, y=esinft, 2=b (0<1=<2n). 
4238. ' x? ds, donde € es la circunferencia 
Cc 


¿py ima, xy 420. 


4239. Í z ds, donde C es la hélice cónica 
c 


x=1fc0sf, y =1sint, z=1 (U<!t<!.). 


4240. ' zds, donde C es el arco de la curva x? + y? =2?, y? =ax 
£ 


desde el punto O (0, 0, 0) hasta el punto A (a, a, ay/ 2). 


4241. Hallar la masa de la curva x=4 cos f, y =b sin t (a >b>0), 
0<t1<2m), si su densidad lineal en el punto (x, y) es igual a p=| y l. 
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4241.1. Hallar la masa del arco de la parábola 

y ==2px (05x<Z), 

si su densidad lineal en el punto variable M (x, y) esiguala ly 1 

4242. Hallar la masa del arco de Ja curva x=atf, y =3 1 2 =3 f? 
(0 <1 < 1), cuya densidad varía según la ley p = yz ] 

4243, Calcular las coordenadas del centro de gravedad del arco de la 
curva homogénea y =a ch = desde el punto 4 (0,a) hasta el punto 


B(b, h). 
4244. Determinar el centro de gravedad del arco de la cicloide 


x—=a(b—sint), y=ae[1—cosf) (0<Ii<mHm). 
4244,1. Hallar los momentos estáticos 


S,= | xds, S,=| y as 
¿ e 


c 


del arco C de la astroide 


2 1 


a +jy=a (130 y>0) 


respecto de los ejes de coordenadas. 
4244.2. Hallar el momento de inercia de la circunferencia 
y + y* —a* 


respecto de su djúmetro, 
4244.3. Hallar los momentos polares de inercia 


L=1 (+ y ds 
[e 
respecto del punto O (0, 0) para las siguientes líneas: a) para el 


contorno C del cuadrado max (lx ),1y | J=a; b) para el contomo € 
del triángulo regular con los vértices en coordenadas polares 


Pia, 0), Qfa, e) Ra, $) a 
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4244,4. lallar el radio polar medio de la astroide 


2 2 1 
xy =0", 
es decir, el número y (Fy > 0), definido por la fórmula 


r 
¿FRE 


donde f¿ es el momento polar de inercia de la astroide respecto del 
origen de coordenadas (véase 4244,3) y s es la longitud de arco de la 
astroide. 


4245. Calcular las coordenadas del centro de gravedad del contorno 
del triángulo x? +y? +2? =a*.x>0,y>0,2>0, 


4246. Hallar las coordenadas del centro de gravedad del arco homo- 
zéneo 
x=e cost, y=eé sinft, 2=8 (—o<t<0). 
4247. Hallar los momentos de inercia respecto de los ejes de coorde- 
nadas de una espira de la hélice circular 


Ñ h 
x=acost, y=asint, 2= 1 (0<1<2?m). 


4248. Calcular la integral curvilínea de 2* especie 
$ xdy—ydx, 
da 


donde O es el origen de coordenadas y el punto A tiene las coordenadas 
(1, 2), si: a) OA es un segmento de recta; b) OA es una parábola, cuyo 
eje es Oy; b) OA es una poligonal, compuesta por el segmento OB del 
eje Ox y del segmento B.s1 que es paralelo al eje Op. 


4249. Calcular 
¡ x dy + y dx 
DA 


para los caminos a), b) y c), indicados en el problema precedente. 


Calcular las siguientes integrales curvilíneas de 2* especie, tomadas a 
lo largo de las curvas indicadas en dirección del crecimiento del paráme- 
tro. 


4250. Í (x? — 2xy) dx +(y? — 2xy) dy, donde C es la parábola 
c 
== i=1<x<!0) 
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4251. ) (1? +12) dx + (0 — y?) dy, donde C es la curva 
J=l—j¡l—=x] (0<x=<20) 


4252. $ (x + 1) dx + (x — y) dy, donde C es la elipse +4 = 
recorrida en sentido contrario al de las agujas del reloj. 
4253, / (Qa — y) dx + x dy. donde C es el arco de la cicloide 


x=a(tsint), y=a (1 —cos1t) (0<t<2m. 


4254, y EUA donde C es la circunferencia 
e 


x? 4 y? <=0?, recorrida en sentido contrario al de las agujas del reloj. 


dx 
4255. $ Ter donde ABCDA es el contorno del cuadrado 
AÉBCDA 


con los vértices A (1, 03,8 (0,1), € (-1,0),D (0, -1) 
4256. | dxsiny-+dysinx, donde AB es el segmento de recta que 


AB 
une los puntos A (0,m) y B (7, 0). 


4257. 4 dy arctg 2—dx, donde OmA es el segmento de la pará- 
OrmAnú 


bola y=x”? y OnA es el segmento de la recta y =x. 


Cerciorándose de que la expresión subintegral es una diferencia total, 
calcular las siguientes integrales curvilíneas: 


(2, 3) (, 1) 
4258. |  xdy+ydx. 426. $  (x—y) (dx- dy). 
(1,2 0.—5 
3, — 4) (a, b) 
428%. | xdx+ydy. 4262. | f(e+y) (xtdy,, 
(0,5 (9. 0) 


(2.3) 

4260. |  (x+y)dx+(x—y)dy. donde f (u) es continua. 
(0. 1) 
(1.2) 


4263. AA a lo largo de caminos que no se corten con 
el eje Oy. a» > 
co, 
4264. 2% F+4dY a lo largo de caminos que no pasen por el 
Va+g 


(1,0) 
origen de coordenadas. 
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(es. Ye) 


4265. p (0) dx + y 0) dy, donde y y y son funciones con- 
(Ca ha) 
tinuas. 


(3. 0) 


4266. $ (AF 4xy%)dx4 (bay? —5y1) dy. 
E, —1) 


(1. 0 


4267. A Ez a lo largo de caminos que no se corten 
1 


con la recta y =X. 


am 
E e 
4268. | (o 3 cos 2) dx + (sin + z cos 2) dy alo largo de 
tim 


caminos que no se corten con el eje Oy. 


la, 6) 
4269. | e* (cos y dx — sin y dy). 
(0.0) 


4270. Demostrar que, si f (1) es una función continua y C es un 
circuito cerrado, liso a trozos, entonces 


DI OAEy) (da y dy) =0. 
a] 


Hallar la función primitiva z, si: 


4271. de =(x*4 2xy — y) dx + (0 2xy — y dy. 
ydx—xdy 
3x7 —2xy + 3y?" 


doi PASA O 


4972. dz= 


GAIA + 
4974. dz=c* [e (x— y +2+y]dx+e* [07 (x— y) + 1] dy. 
gim Pim y 


grama puema 
42760. d2= pri (1 —) dx— Jia (tn a) dy, donde 


r=Vity 
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4277. Demostrar que para la integral curvilínea es válida la acota- 
ción siguiente: 


[Ye dx A-Q dy] <= LA, 


donde L£ es la longitud del camino de integración y M=maxV P? 4 g* 
en ebarco €. 


4278. Acotar la integral 


SS $ ydx—axdy 
A 
xt F—yi= R2 


Demostrar que lim 7e =0. 
Ro 


Calcular las integrales curvilíneas, tomadas a lo largo de curvas del 
espacio (se supone que el sistema de coordenadas es de mano derecha): 


4279, Í 0? 22) dx + 22 dy — x? dz, donde € es la curva x=1 
E 
y=P*, 2=P*(0<1< 1), recorrida en sentido de crecimiento del pará- 
metro. 


4280. Vydo+zdy + xde, donde € es la espira de la hélice circular 
ha 


x=4C05f, y=asint,z=bt(0<t< 77), recorrida en sentido de creci- 
miento del parámetro. 


4281. $ (r—2)dx +(2-x)dy +(x — y) dz, donde € es la circun- 
€ 


ferencia x* +1? 42%=4?, p=xtea(0<e< 71), recorrida en sentido 
contrario al del movimiento de las agujas del reloj, sí se observa desde la 
parte positiva de las x, 


4282. Var +2%dy +x*%dz, donde € es la parte de la curva de 


Viviani x%+v?42?=g?, x2 4 y? =ax (2 >0,a > 0), recorrida en 
sentido contrario al del movimiento de las agujas del reloj, si se observa 
desde la parte positiva (x >> a) del eje Ox. 


EA dc 
€ 


contorno que limita la parte de la esfera x?+y?2 42231, x>0, 
y30, z>0, recorrido de tal modo que la parte exterior de esta 
superficie queda hacia la izquierda. 
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Hallar las siguientes integrales curvilíneas de las diferenciales totales: 
(1, +, —4) 
4284. $ x dx] y! dy — 2* dz. 
00 
(s, 60 


4285, $ yadx<Hx2 dy xy dz. 
(1, 1, 3) 
Qu, Ya, 22) 


4285. cra Ll A 


ra donde el punto (X1, Y 1, 21) 


(2, Ya 1) 
está situado en la esfera x? + y? +2? =a*, y el punto (X2, Y2, 22), en 
la esfera x? + y? +2? =b* (a >0,b > 0). 


(Xa, Jr. 73) 
4287. $ y (0) dx + Y 0) dy + x (2) dz, donde pp, Y, x, Son 
(Lu Ya, 71) 
funciones continuas. 
(Aa, Ya, Ty ! 
4288. $ FG + y +2) (dx + dy + dz), donde f es una fun- 
(Xp. Yi, 75) 
ción continua. 
(Xx, Yy, 22) 


4289. $ Y x? + y? +22) ( dx + y dy + 2 d2), donde f 


(A. Y z.) 
es una función continua. 
Hallas la función primitiva u sí: 
4290. du= 1 — 2y2) de + (y? — 2x2) dy + (2? — 2xy) dz. 
a 1 y Xx Xx Xy 
4291, du=(1—-+ Dar (E4 5) E da. 
le y— 21dx plU+ y 2) cu + (+ yA 21dz 
qe ! 
O E ET 


4293. Hallar el trabajo efectuado por la fuerza de gravedad, cuando 
un punto de masa mn se trasiada de la posición (x1. yy, 21) a la posición 
(07. Ya, 22) (el eje Oz lleva la dirección vertical hacia arriba). 


4294. Hallar el trabajo de una fuerza elástica, dirigida hacia el origen 
de coordenadas, cuya magnitud es proporcional a la elongación del 
punto material del origen de coordenadas, sj este punto describe el 


2 2 
cuadrante positivo de la elipse +7 = 1, en sentido contrario al del 


movimiento de las agujas del reloj. 
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£ 
4295. Hallar el trabajo de la fuerza de gravitación F= 7. donde 


r=Y x? +y? 472 la cual actúa sobre una masa unidad cuando esta 
última se desplaza del punto My (1, Y 1, 2,) al punto M, (x,, Ya, 22). 


$ 12. Fórmula de Green 


1.2 Relación de la integral curvilínea con la integral doble. SiC es un 
circuito cerrado simple, liso a trozos, que encierra un recinto finito 
simplemente conexo $, recorrido de ta) modo que el recinto $ quede 
acia la izquierda, y las funciones P (, y), O (x, y) son continuas junto 
con sus derivadas parciales de primer orden P, (x, y) y 0% (x, y) en el 
recinto $ y en su frontera, entonces es válida la fórmula de Green 


Pro Dadat+Qir na= 5553) dx du. (1) 


La fórmula (1) también es válida para un recinto acotado $, limitado 
por unos cuantos circuitos simples, si por frontera C del Mismo se 
entiende la unión de todos los circuitos frontera, donde el recorrido 
se elige de tal modo que el recinto S quede a Ja izquierda. 


2." Area de un recinto plano. El área de una figura limitada por un 
circujto simple C, liso a trozos, es Igual a 


A —Q4ar=o by (x dy —y dx). 
e c 


Mientras no se haya advertido otra cosa, en este párrafo se supondrá 
que el circuito cerrado de integración es simple (sin puntos de autoin- 
tersección) y que se recorre de tal modo que el recinto encerrado por él, 
que no contenga al punto del infinito, queda hacia la izquierda (sentido 
positivo). 


Problemas: 
4296. Aplicando la fórmula de Green, transformar la integral curvilí- 


nea 
da V x+ y dry y [xy+ln (x+ Y x*41)]Jdy, 


donde el circuito € encierra un recinto acotado 
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4297. Aplicando la fórmula de Green, calcular la integral curvilinea 


I=0 (14 y de — (45) dy, 
K 


donde K es el contorno del triángulo 48C con los vértices A (1, 1), 
B (3,2), C(, 5), recorrido en sentido positivo. 
Comprobar el resultado obtenido calculando directamente la integral. 
Aplicando la fórmula de Green, calcular las siguientes integrales 
curvilíneas: 


4298. 3 xy? dy - x*y dx, donde C es la circunferencia 


yo=a?. 
4299. $ (x + y) dx — (x — y) dy, donde C es la elipse 


AE E 


¿Tas 
4300.: $ e* (1 — cos y) dx — (y — sin y) dy, donde € es el circuito 
Cc 


que encierra el recinto 0<x<r, O<y<sin x, recorrido en sentido 
positivo. 
4301. Q ee=9 (cos 2xy dx +sin 2xy dy). 
14ye=R? 
4302. ¿Cuánto se diferencian entre sí las integrales curvilíneas 


L= Í («+1 dx—(«—yP dy 
Am8B 


L= | (5417 dx —(e—yY dy 


AnB 


donde 4mB es la recta que une los puntos A (], 1) y B (2, 6), y AnB es 
la parábola cuyo eje es vertical y pasa por los mismos puntos Á y B y 
por el origen de coordenadas? 


4303. Calcular la integral curvilínea 


y (et sin y—my) dx +(e* cos y — m) dy, 


ÁmoO 


donde 4m0 es la semicircunferencia Superior x? 4 y? =ax, recorrida 
desde el punto A (a, 0) hasta el punto O (0, 0). 
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Indicación. Completar el trayecto AmO hasta cerrarlo, mediante el: 
segmento rectilíneo OA del eje Ox. 


4304. Calcular la integral curvilinea 


| [00 my] dx + lo! (1) e —m]dy, 


AmB 


donde p (y) y v' (y) son funciones continuas y 4mB es un trayecto 
arbitrario que une los puntos A Ca, yY1) y B (x2, ya), el cual, junto con 
el segmento AB encierra una figura AMBA de área S. 


4305. Determinar dos funciones con diferenciales continuas P (x, y) 
y Q (x, y), de tal modo que la integral curvilínea 


I=4P (xa y +Bidx+Q (wa, y +) dy 
a 


para cualquier circuito cerrado € no dependa de las constantes a y f. 


4306. ¿A qué condición tiene que satisfacer una función dife- 
renciable F (x, y) para que la integral curvilínea 


| Fs )0dx4 dy) 


Am 


no dependa de la forma del camino de integración? 
4307. Calcular 


I=4) Xx dy —y dx 
A py a 
e 
donde Ces un circuito cerrado simple que no pasa por el origen de 
coordenadas, recorrido en sentido positivo. 

Indicación. Examinar dos casos: 1) el origen de coordenadas está 
situado fuera del circuito; 2) el circuito € encierra al origen de coorde- 
nadas. 

Calcular las áreas de las figuras limitadas por las sigujentes curvas, 
mediante integrales curvilíneas: 


4308. La elipse x=a cos f *=bsint(0<r< 2m) 

4309. La astroide x=aco? t, y= bsin? HM0<r+< 27). 
4310, La parábola (x + y)? =ax (a > 0) y el eje Ox. 

4311. El lazo del folium de Descartes y? + y? =3axy (a > 0). 
Indicación. Hacer y = tx. 
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4312. La lemniscata (x? + y?) =a* (x? — y?), 

Indicación. Hacer p=x fg a. 

4313. Lacurva x? +y? =x? + y? y los ejes de coordenadas. 

4314. Calcular el área de la figura limitada por la curva 


(a yy AZ ar y? (a >0, 120>0, mo>>0). 


4315, Calcular el área de la figura limitada por la curva 
(2) +(2) =1 (a >0, 5>0, 1>0) 


y los ejes de coordenadas. 


Indicación. Hacer Z=cos* q. == sin "q 
4316. Calcular el área de la figura limitada por la curva 
q? y ES XA 4 1-1 
AHD +) 
(a> 0,5 7>0,n > 1) y los ejes de coordenadas. 
4317. Calcular el área que encierra el lazo de la curva 


JUAS (E) as 090, 150, 10, 


4318. Se llama epicicloide la curva que describe un punto de una 
circunferencia en movimiento de radio r, que rueda sin deslizar por la 
parte exterior de una circunferencia inmóvil de radio R. 

Hallar el área de la figura limitada por da epicicloide, suponiendo que 


la razón + E — es un número entero (1 > 1). 
Estudiar el caso particular » =X (la cardioide). 


4319. Se llama hipocicloide la curva que describe un punto de una 
circunferencia en movimiento de radio 7, que rueda sin deslizar por. la 
parte interior de una circunferencia inmóvil de radio KR, Hallar el área de 


la figura limitada por la hipocicloide, suponiendo que E =n es un 
número entero (1 > 2). 
Estudiar el caso particular r = - (la astroide). 


4320. Calcular el área de la parte de la superficie cilíndrica 
x2 + y? =ax recortada por la superficie x? + y? +22 =a?, 
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4320,1. Demostrar que el volumen del cuerpo engendrado por la 
rotación alrededor del eje Ox de un circuito cerrado C, situado en el 
semíplano superior y >0, es igual a 


V=—a $ Pd, 
é 


4321. Calcular 


si Á=ax + by, Y =cx + dy y el circuito cerrado simple € encierra a] 
origen de coordenadas lad — be 4 0). 


4322. Calcular la integral /(véase el problema anterior), si 
XA =0x, 1), Y =4 (x, y), y el circuito simple C encierra al origen de 
coordenadas; además, Jas curvas y (x, Y)=0 y y (ax, p)=0 tienen unos 
cuantos puntos simples de intersección en el interior del circuito a 


4323. Demostrar que, si € es un circuito cerrado y 1 es una dirección 
arbitraria, entonces 


$ cos (£ nadas =0, 
t 


donde n es la normal exterior 2l circuito € 


4324. Hallar el valor de la integral 


[=$ [xcosín, x)-+ y gos (m, -y)] ás, 
C 


donde € es una curva cerrada simple que limita un recinto finito S, y» 
es la normal exterior a la misma. 


4325. Hallar 


lio 3$ (Em ds, 


di5)-0 


donde S es la figura limitada por un circuito C que encierra al punto 
o. Ya), 4 (5) es el diámetro del recinto S, n es el vector unitario de la 
norma! exterior al circuito € y F (X, Y ) es un vector con diferencial 
contínua en S 4 C. 
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3 13. Aplicaciones físicas de las integrales curvilíneas 


4326. ¿Con qué fuerza atrac una masa M, distribuida uniformemen- 
te en la semicircunferencia superior x? + y” =4,y>0, a un punto 
material de masa m que ocupa la posición (0, Doy? 


4327. Calcular el potencial logarítmico de simple capa 


n(x, n=$ Xx ln— ds, 
pa 


donde x = const es la densidad, rd (E-xY +(n- yY y el circuito 


Ces la circunferencia Y? + q? =R?. 


4328. Calcular en coordenadas polares p y Y los potenciales Jogarít- 
micos de simple capa 


2x1 2x1 


h= 1 cos mp ln day y A sin mp nd, 


ú 


donde r es la distancia del punio (p, P) al punto varjable (1, Y) y mes 
un número natural. 


4329. Calcular la integral de Gauss 


u (x, »=$ pa do Ne a ds, 


donde r=V (¿-xY +(n—y)Y es la longitud del vector r que une el 
punto A (x, y) con el punto variable.M (E, n) de un circuito cerrado liso 
simple C, (r, 11) es el ángulo formado por el vector f y la normal exterior 
na la curva C en su punto M. 


4330. Calcular en coordenadas polares p y p los potenciales logarit- 
micos de doble capa 


21 2x1 
1 cos mi ED gp y Ko= y sin pop LE q, 


0 


donde r es la distancia del punto A (p, $) al punto variable 
MU, y),(r, 1) es el ángulo formado por la dirección 4M =r y el radio 
OM =n, trazado desde el punto 0 (0,0), ym es un número natural. 
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4331. Una función dos veces diferenciable u=u(x, y) se llama 
£ * . ar pa .s 
armónica, si AÁu= sat =0. Demostrar que u es una función 


armónica si, y sólo si 
du 
$ de di O, 


y ¿ : ; du á 
donde Ces un circuito cerrado arbitrario y ¿n es la derivada respecto de 


la normal exterior a este circuito. 
4332. Demostrar que 


O 


donde el circuito liso C limita un recinto finito $. 


4333. Demostrar que una función, que es armónica en el interior de 
un recinto finito S y en su frontera, se determina univocamente por sus 
valores en el circuito C (véase el problema 4332). 


4334, Demostrar la segunda fórmula de Green en el plano 
5 


or ta anta ' 57 0 : 
donde el circuito liso C limita un recinto finito S y ¿n esla derivada en 


du du 
08 
É 


uu Y 


Ac Ao 
ds, 
y 


dirección de la normal exterjora € 

4335. Aplicando la segunda fórmula de Green, demostrar que sj 
u =u (x, y) es una función armónica en un recinto cerrado finito 5, $e 
tiene 


a) 5 (a > E inr 7eJés, 
e 


donde Ces la frontera del recinto S, n es la dirección de la normal 
exterior al circuito C.(x, y) es un punto interior del recinto 
S y r=V(¿-x) +(n- y) esla distancia del punto (x, 1) al punto 
vanabie (E, y) del circuito C. 

Indicación. Recortar el punto (x, y) del recinto S junto con un 
entorno circular infinitésimo del mismo y aplicar la segunda fórmula de 
Green a la parte restante del recinto 5. 
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4336. Demostrar el teorema de la media para una función armónica 
yu (M) =u (x, y): 


000 =p qu m) ds, 


donde C es una circunferencia de radio R con el centro en el punto M, 


4337. Demostrar que una función armónica u (x, y) en un recinto 
cerrado y acotado, que no es constante en este recinto, no puede 
alcanzar sus valores máximo y mínimo absoluto en un punto intemor de 
este recinto (principio del valor máximo). 


4338. Demostrar la formula de Riemann 


Sy 


L [ul] M [o] 
104 v 


dxdy =p Pdx+0Qdy, 
Cc 
donde 


uu du du 
E [u) A TE a ra. + cu, 
dv 00 


in du . 
did li Tato di 0 aro 


ía, b, c son constantes), P y Q son unas funciones determinadas y el 
circuito € limita un recinto finito S, 


4339, Sean u=u tx, y) y v=v(x, y) las componentes de la veloci- 
dad del flujo de un liquido en régimen permanente. Determinar la 
cantidad de líquido que sale en una unidad de tiempo de un recinto S 
limitado por un circuito C (o sea, la diferencia entre las cantidades de 
líquido que sale y que entra). ¿A qué ecuación satisfacen las funciones 
u y », si el líquido es incompresible y en el recinto $ no hay manantia- 
les y sumideros? 


4340. Según la ley de Biot y Savart, una corriente eléctrica i que 
recorre un elemento de conductor ds, engendra en el punto del espacio 
M (x, y, z) un campo magnético de intensidad 


AH= ki LA 
donde r es el vector que une el elemento ds con el punto M y k es el 
coeficiente de proporcionalidad, 

Hallar las proyecciones H,, H,, H, de la intensidad del campo mag- 
nético H en el punto M para el caso de un conductor cerrado C. 
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CAPITULO 8. INTEGRALES MULTIPLES Y CURVILINEAS 
$ 14. Integrales de superficie 


1% Integral de superficie de primera especie. Si S es una superficie 
bilateral lisa a trozos 
1=x(4, 0) go=ylu, uv) e=e(u, 0) ((u, € N) 0) 


y f(x, y, 7) es una función, definida y continua en los puntos de la 
superficie S, entonces 


$e mA Jas = (1 Ha, DJ, pie, 0), e (e, DIVEO—Fidudo, (2) 
$ pa 


donde 


_[faxy DyN ' dRN* 
(7) + (3) +(5%)- 
_0xdx , Oydy , dz dz 
“dudo” dudv * dado" 
En particular, si la ecuación de la superficie S tiene la forma 
2=2(1, y) (x, € 0), 


donde z (x, y) es una función uniforme con diferencial contínua, se tie- 


ne 
rea o as=)) lam Y (5) + (5) e dy. 


$ 


Esta integral no depende de la cara de la superficie S elegida, 

Si se considera que f(x, y, z) es la densidad de la superficie S en el 
punto (x, y, 7), entonces la integral (2) representa la masa de esta 
superficie. 

2. Ertegral de superficie de 2% especie, Si S es una superficie 
bilateral lisa, S* es la cara de la misma que se caracteriza por la dirección 
de la norma n (cosa, cos$$,cosy)P=P(x,y,z2) O =0(x%, 5,2), 
R =R (x, y, 2) son tres funciones definidas y continuas en la superficie 
$, entonces 

Y Pay az +Qaz ax + R az ay e Y | (P cosa + Q cosp- R cos y) dS. (3) 
s5+ Ss 

Si la superficie S viene dada en forma paramétrica (1), entonces los 
cosenos directores de la normal n se determinan por las fórmulas: 
E, IE 
=V ABE C* 


cos a= 7 


cos f = 


A 
=VA+AG O" 
tos y= E PS 

=P AEREO 
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donde 
dy, z) Aa, £) ES 9(x, Y) 
ji du, 0)” O y” ñ diu, y)” 


y el signo ante el radical se elige de un modo adecuado. 
Al pasar a la otra cara S” de la superficie S la integral (3) cambia su 
signo por opuesto, 


Problemas: 
4341. ¿Cuánto se diferencian entre sí las integrales de superficie 


[= (4 42% dS 


=)) 4 y 25 4P, 


donde S es la superficie de la esfera x? 4 y? 422? =a? y P es la 
superficie del octaedro |x| +|y1+|z1|=a, inerito en esta esfera? 


4342. Calcular 
y zas, 


donde S es la parte de la superficie x* + 2? = 2az (a > 0), recortada por 
la superficie z =Y xi 4 yz. 
Calcular las siguientes integrales de superficie de 1? especie: 


4343. $f (x + y +2) 88, donde $ es la superficie 
S 
A+yzii=e, 220. 
4344. IN (e? + y?) 45, donde S es la frontera del cuerpo 
S _ 
Voty<z<l. 
4345. y a y , donde $ es la frontera del tetraedro 


LyfiSt, x>0, y >0, 0, 
4346. y) |xyz | dS, donde S es la parte de la superficie 2=x? + y? 
recortada por el plano 7 =1. 
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CAPITULO 8. INTEGRALES MULTIPLES Y CURVILINEAS 


4347, Us A+ donde Ses la superficie del elipsoide y A es la distan- 


cia del sono del elipsoide al plano que es tangente al elemento d$ de la 
superficie del elipsoide, 


4348. * zdS, donde $ es la parte de la superficie del helicoide 


xX=H4CO0SD Yy=H0SiINO, 2=V (UU A; 0<U<2N) 


4349. N z2dS, donde S es la parte de la superficie del cono 
(O<r<a;0< p< 727) y a.es una constante (<a <>). 


4350. MN (uy + yz +2x)d5, donde S es la parte de la superficie 
Ss A 
cónica z =V x? + y?, recortada por la superficie 
a y 22ax. 


4351. Demostrar la fórmula de Poisson 


l 


[fax + by +02) 48 2081 fuV ETE) dn, 


donde S es la superficie de la esfera x? + y? +22? = 1. 
4352, Hallar la masa de la cápsula parabólica 


== Ly) 0<z<1) 


cuya densidad varía según la ley p=2Z. 
4352.1. Hallar la masa de la semiesfera 


124 2 220? (z => 0), 


- 
de 
—» 


cuya densidad en cada uno de sus puntos M (x, y, z) es igual a 
4352.2. Hallar los momentos estáticos de la lámina triangular homo- 
génea 


x+ytz=a (> 0 y=0, 2>0) 


respecto de Jos planos coordenados. 


14. INTEGRALES DE SUPERFICIE 


4353. Calcular el momento de inercia respecto del eje Oz de la 
cápsula homogénea esférica 


Aya  (2>0) 
de densidad po. 


4354. Calcular el momento de inercia de la cápsula homogénea 
cónica 


2 z 
+3 0 (0 <2=<b) 


de densidad py respecto de la recta 


4355. Hallar las coordenadas del centro de gravedad de la parte de la 
superficie homogénea 


2=V ay y, 
recortada por la superficie x? + y? =ax. 


4356. Hallar las coordenadas del centro de gravedad de la superficie 
homogénea 


2¿=YV a—xiyY (x>0; y>0 x+y=<a0) 
4356,1. Hallar los momentos polares de inercia 


L= (Ay 23 dS 


Ss 


de las siguientes superficies $: 
a) la superficie del cubo max(| xl, y | 1z1)=a4; 
b) la superficie total del cilindro x? + y? <R?;0<z <H. 


4356.2. Hallar los momentos de inercia de la lámina trianguiar 
x+y+z=l (x=0, y=0, z>0) 


respecto de los planos coordenados. 


4357, ¡Con qué fuerza atrae la superficie cónica truncada homogé- 
nea 


x=rc0sq, y=rsinp z=r (0<p<2x, 0<b<r <a) 


de densidad py a un punto material de masa »n situado en el vértice de 
esta superficie? 
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4358, Hallar el 


potencial de la superficie esférica homogérea 
S:x? 4 y? 422 =a?* de densidad Po, En el punto Mo (Xo, Yo, Zo), es 
decir, calcular la integra! 


d 
pu NLE, 


$ 


donde r=V(x—x0) + —vo? HG-= Za 
4359. Calcular 


Fld= VÍ fe y, 2)a5, 
1 p4z=!l 
donde 


E A E 
FAR y, 2 0 8] + 2 1 
r y ae 2 > l, 
Construir la práfica de la función u= F (0. 
4360, Calcular la integral 


F(= 


A4+yp zii 


Fx, y, zjas, 
donde 
ley, si 22 VE 
(Xx, y, 2= DR Ad 
/ y l 0 si ¿Vx + y”. 
4361. Calcular la integral 


Ft y 2 ON Em, 04, 


Ss 


donde 5 es la esfera variable 
ESTI +H (2 ==, 
| M : 1 115 1 z. 
En y=+, 1 Pri i<e; 


SS Este 
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15. FARMULA DE STOKES 


suponiendo que 
r=YV*tytE2o> an. 
Calcular las siguientes integrales de superficie de 2* especie: 
4367, $ $ (x dy dz 4 y dz dx +2 dx dy), donde S es la cara exterior 
s 
de la esfera x? +y? +7*%=a*, 
4363, $ $ FA) dy dz +8 ()dz dx +h (2) dx dy, donde f(x), g (v), 
5 


h (2) son funciones continuas y $ es la cara exterior de la superficie del 
paralelepípedo 0<x<2d,0=<y<b,0<72<cC 


4364. IN ( — z)dy de +(2-— x)dz dx + (x — y) dx dy, donde S es 
N] 


la cara exterior de la superficie cónica x?* + y? =72? (0 <z2<HhH). 


4365. 33 (EE +4) , donde S es la cara exterior del 


elipsoide 244+45=1 
4366. | $ x? dy dz + y? de dx +2? dx dy, donde S es la cara exte- 
5 
rior de la esfera (x— a? +0 -b +(2-cP =R?, 


8 15. Fórmula de Stokes 


Si P=P(x,y,2), Q=0 (x, y, 2), R=R (x, y, z) son funciones con 
diferenciales continuas y Ces un circuito cerrado simple y liso a trozos, 
que limita una superficie bilateral finita S, lisa a trozos, entonces se 
verifica la fórmula de Stokes: 


[cosa cosf cos y 
Br ax +04 4 Raz =S | O A 
- E Ox dy 02 
P.-Q or 
donde cos o cos f, cos y son los cosenos directores de la normal a la 
superficie $, cuya dirección es tal que respecto de ésta el recorrido del 


circuito € se efectúa en sentido contrario al del movimiento de las 
agujas del reloj (para un sistema de coordenadas de mano derecha). 


471 
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Problemas: 
4367, Aplicando la fórmula de Stokes, calcular la integral curvilínea 


$ dx 1dy+xdz, 
€ 


donde C es la circunferencia x? +y? 47?2=g?, x + y +2=0, recorri- 
da en sentido contrario al del movimiento de las agujas del reloj, 
mirando desde la parte positiva del eje Ox. 

Comprobar el resultado mediante un cálculo directo. 


4368. Calcular la integra] 
A (1 — yz) de Y ly —x2) dy + (2* — xy) dz, 
AmB 
tomada sobre el arco de la hélice circular 


: h 
E=8c05Q, y==asinp, 2=>0 


desde el punto A (a, 0, 0) hasta el punto E (a, 0, 4). 
indicación. Completar la curva 4mB con un segmento rectilíneo y 
aplicar la fórmula de Stokes. 


4369. Sea Cun circuito cerrado, situado en el plano 
cosa ycos fp zcosy—p=0, 


(cos e, cos f, cos y son los cosenos directores de la normal al plano), 
que limita una lámina $. 


Hallar 
dx dy de 
$ cosa cos fi cosy], 
e E: y z 


donde el recorrido del circuito es en sentido positivo. 
Aplicando la fórmula de Stokes, calcular las integrales: 


4370. PUEDA teddy (xy) de, 
É 


donde C es la elipse x = a sin” t y = la sins cos f 2 =4 cos? f 
(0 <1 < m), recorrida en sentido del crecimiento del parámetro f. 


4371. Py — dr lex) dy (8 — y) dz, 
C 
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donde C es la elipse x? + y? 07, + = l ta > 0,4 > 0) recorrido en 


sentido contrario al del movimiento de las agujas del reloj, mirando 
desde la parte positiva del eje Ox, 


4372. $ Azar 29 dy Y o + y az, 
£ — 


donde C es la curva x*? + y? 42? =2Rx, x? +13? =2x(0<r<R, 
z > 0), recorrida de tal modo que el recinto menor de la esfera 
x? + y? 42? =2Rx, limitado por la misma quede hacia la izquierda. 


4373, Py —2 dr bh (2 — dy 4 (0 — y) de, 
í 


donde C es la sección de la superficie del cubo 0 <x <a 0O<y<a, 


3 : : 
0O<z <a efectuada por el plano x +) +2Z=34, recorrida en sentido 


contrario al del movimiento de las agujas del reloj, mirando desde la 
parte positiva del eje Ox. 


4374. by dx x*2*dy+x*y* dz, 
c 


donde C es la curva cerrada x=4c08sf, y =a cos 21, z =4 cos 31 recorri- 
da en el sentido del crecimiento del parámetro f. 


4375. Demostrar que la función 


Wi(x, y, ai (Das (£ = const), 
$ 


donde $ es una superficie limitada por el circuito C, n.es la normal a la 
superficie S y r es el radio vector que une un punto del espacio 
M (x, y, z) con el punto variable A (E, y, £) del circuito C, representa el 
potencial del campo magnético H, engendrado por la comente i que 
recorre el circuito € (véase el problema 4340). 


8 16. Fórmula de Ostrogradski 
Si S es una superficie lisa 4 trozos, que limita un volumen V, y 
P=P(x y, 2), 20= 00605 y, 2), R=R (x, y, z) son funciones continuas 


junto con sus derivadas parciales de 1%* orden en el recinto V+"S, 
entonces se verifica la fórmula de Ostrogradski: 


Fye c+ 00 Ropa || (ay ge Jr 
Ss 
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donde cosa, cosf, cos y son los cosenos directores de la normal 
exterior a la superficie S. 
Problemas: 


Aplicando la fórmula de Ostrogradski, transformar las siguientes 
integrales de superficie, si la superficie lisa S limita un volumen finito Y 
y cosa, cosfi, cos y son los cosenos directores de la normal a la 
superficie $, 


4376. | fx dy de + y azde bo dedy. 
Ss 

4377.- 0 fy2 dy di + 2x dz dx) xy dx dy. 
Ss 


4378. o LETS 
S E 


du DÍ OL 
4379. y ES cos a zp cos Pos y) ds. 
IR — —8QY - óP. RR 
nd 33 (572 jeos + (322) cos p 


HE) cos »] áS, 


4381. Demostrar que si S es una superficie cerrada simple y / es una 
dirección constante arbitraria, entonces 


p | cos (st, HN aS=0, 
Ss 


donde n es la normal exterior a la superficie S, 


4382, Demostrar que el volumen del cuerpo limitado por una super- 
ficie S, esigual a 


v=>3 ff (x cos 1 y cos. P 4-2 cos y) dS, 
$ 


donde cose, cosf, cos y son los cosenos directores de la normal 
extenor a la superficie $. 


4383. Demostrar que el volumen de un cono limitado por una 
superficie cónica lisa F (x, y,7)=0 y el plano Ax +Byp4C24+D=0, 
es igual a 


A 
3 


v= 


SH, 
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donde $ es el área de la base del cono, situada en el plano dado y H es 


su altura. 


4384. Hallar el volumen del cuerpo limitado por las superficies 
ZE ICY 


x==a cos 4 cos Y 4 bsin asin Y, | 


y =acos u sin v —ó sin 1 COS Y, 
z=csinu. f 
4385. Hallar el volumen del cuerpo limitado por la superficie 
X=Uucos Uv, Y=usino, z=—u-tacosu (u=0) 
y los planos: x=0 y 2=0(a > 0). 
4385.1. Haljar el volumen del cuervo limitado por el toro 


x =(0-+-acos p) cos p, 
y =($+ a cos mp) sin q, | 


z=0sin Y 
(0 a=<b). 
4386. Demostrar la fórmula 
ld FX, y, Z, A dx dy d2| = 


any r=t? 


E 5 fe, y, 2, d+ SS Y grdyda (1>0). 


a yo =P N4yi dz 7 


Aplicando la fórmula de Ostrogradski, calcular Jas siguientes integra- 
les de superficie: 


4387. $ $ x* dy dz Ay dzdx +42 dxdy, 
5 


donde S es la cara exterior de la frontera del cubo0<x <a, U= y <a, 
U0<z<a, 


4388. [| xdydz+4y'dzdx 4-2 dx dy. 
$ 
donde S es la cara exterior de la esfera x? + y? +2*=a?, 
4389. ¡ ¡ (x— y | 2 dydz | iy—2-+x)d2 dx Z- 
Ñ 


+ l2—x+ y) de dy, 
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donde $ es la cara exterior de la superficie 
MY pz ly— 24] 2—x +3 1=1. 
4390. Calcular 


Ñ Ñ (x* cos «—4- y? cos BH 2? cos y) dS, 
S 


donde $ es la parte de la superficie cónica x? + y? =2? (0<z<h) y 
cos er, cos $, cos y son los cosenos directores de la normal exterior a esta 
superficie, 

Indicación. Adjuntar la parte del plano 


¿A dy 


439]. Demostrar la fórmula 
/ 13 al cos (r, myaS, 


donde $ es una superficie cerrada que limita un volumen Y, » es la 
normal exterior a la superficie S en el punto variable de la misma 


(En 0 r=V E-+(9—y* + (6-2) y resel radio vector que 
va del punto (x, y, z) al punto (E, n, €). 


4392. Calcular la integral de Gauss 
15 y | (EE Das, 
E 


donde $ es una superficie simple cerrada lisa que limita un volumen Y, 
n es la normal exterior a la superficie S en el punto de la misma 


(E, 7, £), r es e sio jector que une el punto (x, y, 2) con el punto 
En 0 y r=VE- +(9— y? +(- 2). 

Examinar dos casos: 

a) la superficie S no encierra al punto (x, y, z), 


b) la superficie $ encierra al punto (x, y1, 2). 
4393. Demostrar que, si 


A "uo, 0%. 
Au = Jo Far bar 


y $ es una superficie lisa que límita un cuerpo finito Y, entonces se 
verifican las siguientes fórmulas: 


3) (5058 $ au dx dy dz; 
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ys 1) +) +0] var 
EJ) y hna 


donde y es una función continua junto con sus derivadas parciales hasta 


el segundo orden inclusive en el recinto V+S y S es la derivada 


respecto de la normal exterior a la superficie $, 
4394, Demostrar la segunda fórmula de Green en e) espacio 


55 Bu Alar ay dz 55h 


donde el volumen Y está limitado por la superficie $, n lleva la 
dirección de la normal exterior a la superficie $ y las funciones 
u=u(x, y, z), V=?0 (x, y, 2) son dos veces diferenciables en el recinto 
VES. 


4395. Una función u=u (x, y, 2), que admite derivadas continuas 
hasta el segundo orden inclusive en un recinto, se lama armónica en el 
mismo, sl 


du du 
ón ón 


e 


Demostrar que, si u es una función armónica en un recinto cerrado 
finito Y limitado por una superficie lisa S, entonces se verifican las 
fórmulas: 


du 
a) y de ds =0; 


> LEN) HE) Teran ar Juas 


donde a es la normal exterior a la superficie S. 


Aplicando la fórmula b), demostrar que una función armónica en un 
recinto Y se determina unívocamente por sus valores en la frontera S. 


4396, Demostrar que, si una función u =u (x, y, z) es armónica en 
un recinto cerrado finito Y limitado por una superficie lisa $, entonces 


u(x, y, 235) [s A | 45, 
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donde r es el radio vector que va del punto interior (x, y, z) del recinto 
V al unto variable ) de la superficie $, 
r=V (E-xY + (9-1 +12), n es el vector de la normal exte- 
rior a la superficie $ en el punto (£, n, £). 

4397. Demostrar que, si =u (x, y, 2) es una función armónica en el 
interior de una esfera S de radio R con el centro en el punto 
(Xo, Yo, 24), entonces 


] 
LX Yo, DS y, 34S 


(teorema del valor medio). 

4398. Demostrar que, si una función u =u (x, y, z) es continua en 
un recinto cerrado y acotado Y y es armónica en el interior del mismo, 
entonces no puede alcanzar sus valores máximo y mínimo absolutos en 
un punto interior del recinto, a no ser que la función sea idénticamente 
constante (principio del máximo). 

4399. Un cuerpo V está totalmente sumergido en un líquido. Basán- 
dose en la ley de Pascal, demostrar que la fuerza de empuje que 
expenmenta el líquido es igual al peso de un volumen de agua 1gual al 
volumen del cuerpo, y va dirigida verticalmente hacia arriba (ley de 
Arquímedes). 

4400. Sea $, una esfera variable (E£— x)? + (n— y? +(8-2P =P 
y f (E, n, $) una función continua. Demostrar que la función 


_ AA 
a(e y, 2, i=2 $ E gs, 
S; 
satisface a la ecuación de la onda 
y a uu Cu 
e Tarta 


7 m3 5 in] a — du mm. 
y a las condiciones iniciales: ul =0, e, + 


Indicación. Expresar la derivada > en forma de una mtegral triple, 


8 17. Elementos de la teoría de campo 


1." Gradiente, Si u(r)=u(x, p, 2), donde r=xi+p»j+z2zk, es un 
campo escalar con diferencial continua, entonces se llama gradiente del 
mismo al vector 


_ Pu du du 
grad tl LES 
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17. ELEMENTOS DE LA TEORIA DE CAMPO 


; 9 9 ó 
= Yu, => = put 
o, abreviadamente, grad u u, donde Y 5) E RS 


El gradiente del campo u en un punto dado (x, y, z) lleva la dirección de 
la normal a la superficie de nivel u (x, y, z) = C que pasa por este punto. 
Este vector, en cada punto, es igual en valor absoluto a 


du dy du? 
lgrad 4 ]= VS +(5) + (5) 
y su dirección, coincide con la de la velocidad máxima de variación de la 
función 4, ” 
La derivada del campo u en una dirección | [cos «x, cos f, cos y) es 
igual a: 
du _ du du On 
57 = 8rad y [== 605 a+ add az cos y 
2.2 Divergencia y rotor de un campo. Si 
ar =0(x, Y DIF, (a Y, DIF 2 (A y DR 


es un campo vectorial con diferencial continua, entonces, el escalar 


e ¿o a e 
A e 
se llama divergencia de este campo. 
El vector 
ito j k 
le] d d 
=Y = bl =— — 
rot a XxX a € e 
Or ay A, 


se denomina rotor del campo o rotacional. 

3. Flujo de un valor a través de una superficie. Si el vector a (r) 
engendra un campo vectorial en un recinto $2, se llama flujo del vector a 
través de la superficie dada $, situada en £2, en una dirección determina- 
da, caractenzada por el vector normal nr (cos «, cos fB, cos y), a la 
integral 


| fa, ¿sf ¡ (acosa +2, cos Ba, cos y) dS, 
Ss 5 


donde 4, =an es la proyección normal del vector. La fórmula de 
Ostrogradski en forma vectorial es: 


Da, dS= | 5 div a dx dy ds, 


5 v 
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donde S es la superficie que limita al volumen Y y n es el vector 
unitario de la normal extenor a la superficie $, 

4.” Circulación de un vector, Se llama integral lineal del vector a (7), 
tomada sobre una curva € (trabajo del campo), al número 


fadr=S a, dx40, dy 0, dz. 
G € 


Si el circuito C es cerrado, entonces la integral lineal se llama 
circulación del vector a a lo largo del circuito C. 
En forma vectorial, la fórmula de Stokes tiene la forma 


$ dr= Ñ (rot a), aS, 


donde C es un circujto cerrado que representa el borde de la superficie 
S, donde tiene que elegirse el sentido de la normal n a la superficie S de 
tal modo que, para un observador situado en la superficie S, con la 
cabeza en dirección de la normal, el recorrido del circuito C se efeciúe 
en sentido contrario al del movimiento de las agujas del reloj (para un 
sistema de coordenadas de mano derecha). 

5,” Campo potencial Un campo vectorial a (r) que es el gradiente 
de un escalar 1: 


gradu=a, 


se lama potencial, y u se llama potencial del campo. 
Si el potencial « es una función uniforme, se tiene 


$ a dr=u(B)— ufA). 
ÁB 
En particular, en este caso la circulación del vector a es igual a cero. 


La condición necesaria y suficiente para que un campo a, dado en un 
recinto superficial simplernente conexo, sea potencial, es que se cumpla 
la condición rot a = 0, o sea, que el campo sea irrotacional. 


Problemas: 


4401. Hallar el módulo y la dirección del gradiente del campo 
u=x? + 2y? 4 32? +xy + 3x — 2y — 6z en los puntos: a) O (0, 0, 0); 
b) 4 (1, 1,1), c) 8 (2,0, 1). ¿En qué punto el gradiente del campo es 
igual a cero? 

4401.1. Sea 


U=xy— 2, 
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Hallar el módulo y la dirección del sradiente gradu en el punto 
M(-9,12,10). ¡A qué es igual la derivada A en dirección de la 
bisectriz del ángulo coordenado x0Oy? 


4402. ¿En qué puntos del espacio Oxyz el gradiente del campo 
u=x + y 47 — Íxyz 
a) es perpendicular al eje Oz; 


b) es paralelo al eje Oz; 
c) es igual a cero? 


4403. Se considera el campo escalar 


] 
== _— 
In—, 


donde r=vV (x—aY? +(—bY +(2—c). ¿En qué puntos del espa- 


cio Oxyz se verifica la igualdad 
| grad | = 1? 
4404. Construir la superficie de nivel del campo escalar 
VPF VAT 


Hallar la superficie de nivel que pasa por el punto M (9, 12, 28). ¿A qué 
es igual el máx u en el recinto x% +y?* +2% <36? 


4405. Hallar el ángulo y formado por los gradientes del campo 


eZ Xx 
ES 
en los puntos A (1, 2, 2) y B (— 3, 1, 0). 


4406. Se considera el campo escalar 


2 


ES 


Construir la superficie de nivel y la superficie de igual módulo del 
gradiente del campo. 
Hallar inf u sup u, inf | grad u |, sup | grad u | en el recinto l X<z < 2, 
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4407, Con una precisión hasta de infinitésimos de orden superior, 
hallar la distancia en el punto Mo (Xp, Yo, Zo) entre dos superficies de 
nivel infinitamente próximas 


u(x, y, 2=0€ y u(x, Y, z2=c+4Ác, 


donde tl (Xg. Vo, Zo) =C (grad U (Xo, Yo, 20) +0). 


4408. Demostrar las fórmulas: 

a) grad (u + c)= grad u (ces una constante); 
b) grad ci =cgrad u (c es una constante); 

c) grad (uv) grad u 4 grad u; 

d) grad uv = v grad 4 4- u grad y; 

Cc) egrad (u') — Lu grad 1; 

) gradf' (1) =f' (4) grad u. 


4409. Calcular: a) grad r; b) grad »?*; e) grad E si F=S=xp+v +1, 


4410, Hallar grad f (1), si r=Yx* +1? +2, 


4411, Hallar grad (cr), sí e es un vector constante y r es el radio 
vector desde el origen de coordenadas. 


4412, Hallar erad! | e XrI1?] (ces un vector constante). 
4413. Demostrar la fórmula 


d d 
gtad f(u, vu) = ca grad 4 > de grado, 
4414. Demostrar la fórmula 
Y? (ue) Y wv + vY lu 240, 


donde 


4415. Demostrar que, si la función u =u (x, y, 2) es diferenciable en 
un recinto convexo £ y |gradu | <M, donde M es una constante, 
entonces, para cualesquiera puntos A, B de $2, se tiene: 


¡E(4)—4(8)| < MO(A, 8), 
donde e (4, B) es la distancia entre los puntos A y B. 
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4415.1. Expresar el grad u para una función u =u (x, y, 7): a) en 
coordenadas cilíndricas; b) en coordenadas esféricas, 
- a a 2 
4416. Hallar la derivada del campo => ht en un punto 


dado M (x, y, z) en dirección del radio vector r de este punto. 
¿En qué caso esta derivada es igual al módulo del gradiente? 


4417. Hallar la derivada del campo u => donder=V x? 4y? +2?, 


en la dirección / (cos «e, cos fl, cos y) . 
¿En qué caso esta derivada es igual a cero? 


4418. Hallar la derivada del campo u =u (x, y, 7) en la dirección del 
gradiente del campo Y = 1 (x, y, 2). 


¿En qué caso esta derivada es igual a cero? 
4419. Expresar el campo vectorial 


a=cX grad u, 
mediante los versores de la base, si 


z . 
Ep: y e=1+ Jj 4h. 


4420. Hallar las líneas de fuerza del campo vectorial 
a=xi+4 y¡ + 2zk. 


4421. Efectuando un cálculo directo, demostrar que la divergencia 
de un vector e no depende del sistema rectangular de coordenadas 
elegido. 


4922. Demostrar que 


diva(M= lim pS | ends, 
d(S$>0 s 


donde $ es una superficie cerrada que encierra al punto M y limita un 
volumen Y, n es la normal exterior a la superficie S, d (5) es el diámetro 
de la superficie S. 


4422.1. Hallar la divergencia del campo 


E 1 Pl 
Mi 
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en el punto M (3, 4, 5). ¿A qué es igual, aproximadamente, el flujo II 
del vector a a través de una esfera infinitésima 
39 40 -4P +(2- 5? =e?2 


4423. Hallar 
io 
19 e 
div re. 
4, 0, 


4424, Demostrar que 

a) divía+6)=diva-hdivó; b) div (uc) =c gradu 
(c es un vector constante, u es un escalar); 

e) div (ua)=u diva +a grad u. 

4425. Hallar div (grad 1). 

4426. Hallar div [grad f (r)), donde r=W x? +: y? +22. ¿En qué 
caso div [grad f (r)] = 0? 


4427, Calcular: a) div +; b) div -. 


4428. Calcular div [f (1) c], donde e es un vector constante. 


4429. Maillar div [£ (1) 1]. ¿En qué caso la divergencia de este vector 
es igual a cero? 
4430. Hallar: a) div (u grad 1); b) div (u grad »). 


4431. Un fluido que llena el espacio gira alrededor del eje Oz en 
sentido contrario al del movimiento de las agujas del reloj con una 
velocidad angular «». Hallar la divergencia del vector de la velocidad » y 
del vector de la aceleración w en el punto M (x, y, z) del espacio en un 
instante dado de tiempo. 


4432. Hallar Ja divergencia de un campo de fuerzas de gravitación 
engendrado por un sistema finito de centros de atracción. 


4433. Hallar la expresión de la divergencia de un vector del plano 
a=4 (1, y) en coordenadas polares r y p. 


4434, Expresar la dive (xx, y, z) en coordenadas curvilíneas ortogo- 
nales u, y, Y si: 


X=f(4, 0, WD, Y—BUL, D, w), 2=h(4, v, w). 


Como un caso particular, obtener la expresión de la div a en coordena- 
das cilíndricas y esféricas. 
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Indicación. Examinar el flujo del vector a a través de un paralelepípe- 
do infinitésimo, limitado por las superficies 


e =const, y const, tw-=econst. 


4435. Demostrar que: 

a) rotía + 6) =rota + rot b; 

b) rot(ua) =u rota + grad (ex a). 
4436. Hallar: a) rot r; b) rot [£ (7) r]. 


4436.1. Hallar el módulo y la dirección del rot a en el punto 
M(1, 2, —- 2) si 


=p 
ras 


4437, Hallar: a) rot ef (1) b) rot [e Xf(r) r] (c es un vector 
constante), 

4438, Demostrarque div(a Xb)=brota—arotb. 

4439. Hallar: a) rot (grad 1); b) div (rot a). 

4440, Un fluido que llena el espacio pira alrededor del eje 
F (cos A, cos f, cos y)con una velocidad angular constante (, Hallar el 


rotor del vector de la velocidad lineal + en un punto del espacio 
MG, y, 2) en un instante dado. 

4440.1. Hallar la expresión del rotor de un vector del plano 
a=a4a (r, p) en coordenadas polares r y Y, 

4440.2. Expresar rota (x, y, z) 

a) en coordenadas cilíndricas; 

b)en coordenadas esféricas. 


4441, Hallar el flujo del vector f: . 
a) a través de la superficie lateral del cono x? + y? <2* (0<z<h); 
b)a través de la base de este cono. 


4442, Hallar el flujo delvector a =iyz +¿jxz + kxy: 

aja través de la superficie lateral del cilindro x?+y?<a* 
(0<z <A); 

b) a través de la superficie total de este cilindro. 


4443. Hallar el flujo del radio vector r a través de la superficie 
2¿=1—Y+y0<z<!) 


4444, Hallar el flujo del vector a=x?%¡+y?*j+z*k a través del 
octante positivo de la esfera x? +y?4+22=1,x>0,y>0,2>0, 
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4445. Haliar el fiujo del vector a= yi + zj + xk a través de la superfi- 
cie total de la pirámide, limitada por los planos x=0, y=0, z=0, 
x+32+z=a(ía >0), 

Comprobar el resultado, aplicando la fórmula de Ostrogradski. 


4445,1. Hallar el flujo del vector 
a= ip yt PR 


a través de la esferax? + y? +22=x 


4446. Demostrar que el flujo de un vector a a través de una superficie 
S, dada por la ecuación r= r(u, v) ((u, v) EN), es igual a 


or ór 
Fyaes=8 (a 705) dudv, 
5 2 


donde a, =an y 1 es el vector unitario de la normal a la superficie .S. 
4447. Hallar el flujo del vector a = m 5 (m es una constante) a 


través de una superficie cerrada $ que encierre al origen de coordenadas. 
4448. Hallar el flujo del vector 


rn 
a(r)= Y, grad ( +). 


í=1 


donde e; son constantes y r, son las distancias de los puntos M; (los 
manantiales) al punto variable M (H, a través de una superficie cerrada $ 
que encierra a los puntos M4; (i=1,2,...,2). 


4449. Demostrar que 
[Jue vuócaras 


donde la superficie S limita al cuerpo V. 

4450. La cantidad de calor que penetra en un campo de temperatu- 
ras u en una unidad de tiempo a través de un elemento de superficie dí, 
es igual a 

dQ —— kn graduadas, 


donde k es el coeficiente de conductibilidad térmica interior y mes el 
vector unitario de la normal a la superfície S. Determinar la cantidad de 
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calor acumulada por el cuerpo Y en una unidad de tiempo. Sirviéndose 
de la velocidad de crecimiento de la temperatura, deducir la ecuación a 
la que satisface la temperatura del cuerpo (ecuación de propagación del 
calor). 


4451. Un fluido incompresible en movimiento ocupa un volumen Y. 
Suponiendo que en el recinto Y no hay manantiales y sumideros, 
deducir la ecuación de continuidad 


do id 
A div (pm) =0. 


donde p=0(x, y, z) es la densidad del fluido, v es el vector de la 
velocidad, f es el tiempo. 

Indicación. Examinar el flujo del fluido a través de un volumen 
arbitrario w) contenido en Y, 


4452. Hallar el trabajo del vector «4=r alo largo del arco de hélice 
r=ijacost+jasint Abi (0<1<2m). 
4452.1. Haliar el trabajo del campo 
NS Il. + y 
PGR 

a lo largo del segmento rectilíneo que une los puntos M (1, 1,1) y 
N (2, 4, 8). 

4452.2, Hallar el trabajo del campo 

ai" jet perY 


a lo largo del segmento rectilíneo que une los puntos O (0, 0, 0) y 
ML 


4452.3. Hallar el trabajo del campo 
a= (ya iO o IP) 


a lo largo del arco más corto de la circunferencia mayor de la esfera 
x? 4 y? 42? =25 que une los puntos M (3, 4,0) y N (0, 0, 5). 


4453, Hallar el trabajo del vector a=f (r) 1, donde f es una función 
continua, a lo largo de un arco AB. 


4454, Hallar la circulación del vector 


a=—y+xicbck 
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(c es una constante): a) a lo largo de la circunferencia x? +y?=1, 
2 =0; b) a lo largo de la circunferencia (x — 2)? +y?2=1,z7=0, 


4455, Hallar la circulación [' del vector a= grad (arctg 1) a lo largo 
de un circuito C en dos casos: 2) € no encierra al eje Oz; b) C encierra al 
eje Oz. 

4455.1. Se considera el campo vectorial 

yo, E == 
a=—=i—_——j R. 
CC E Vs) 
Calculando rota en el punto M(1, 1, 1), hallar aproximadamente la 
circulación DP del campo a lo largo de la circunferencia infinitésima 
x— DS O 1 ta 1 =e2, p 
(x— 1) cosa + 1 —1)cosf + (2 ]) cos y=0, j 
donde cos* a +-cos* P-- cos" y=1. 

4456. El flujo de un fluido en el plano en régimen permanente se 

caracteriza por el vector de la velocidad 
V=U(x, Nitbo(x 1. 


Determinar: 1) la cantidad de fluido Ó que penetra a través de un 
circuito cerrado C que limita un recinto S (consumo de fluido); 2) la 
circulación P' del vector de la velocidad a lo largo del circuito €. ¿A qué 
ecuaciones satisfacen las funciones u y v, si el fluido es incompresible y 
el flujo es irrotacional? 


4457, Comprobar que el campo 
a=y2 (2x4 y + 2 id xml + 2 AD Ly la de y 22) ke 


es potencial y hallar el potencial del mismo. 
4457.1. Cerciorándose que es potencial el campo 


2 , x ] x 
a= =Éb— E R, 


CA A 


hallar el trabajo del mismo a lo largo del camino que une en el octante 
positivo los puntos M (1,1, 3)y N AA E 


4458. Hallar el potencial del campo gravitatorio 


s 
2 


cae m 
ad — Era Fs 
engendrado por una masa m situada en el origen de coordenadas. 
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4459, Hallar el potencial del campo gravitatorio engendrado por un 
sistema de masas mj(i= 1, 2, ... , nm) situadas en los puntos M; 
(== dpi 


4460. Demostrar que el campo a=f (1) r, donde f (r) es una función 
uniforme continua, es potencial. Hallar el potencial de este campo. 


4461. Demostrar la fórmula 
grad » Seu ¡=—folQn FAS en, 
] S 


donde S es una superficie que limita un volumen V, n es la normal 
exterior a la superficie S, r es la distancia entre los puntos P (x, y, Z) y 


O (tn 0. 


4462. Demostrar que, si a = grad «, donde 
di 
pix, y, 2=-—7/ $ A dE dndi 
A 
entonces. 
diva=0(x, y, 2) 


(suponiendo que la integral correspondiente tiene sentido). 
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PRIMERA PARTE 
Capítulo I 
16011 -Y2YZ 22 -—10<x<—09 2 15-8; 
E ll AL OA 26.]x]<6. O 
1 s— V30 5-VD. 5+VY2D 5+Y30 
A A A 


31. La segunda. 32. Dos cifras. 33. No es superior al 0,41%, 34. 9 9102 cm? < 
< $ < 10,0902 cm?, A < 0,0902 cm*, 65 <0,1 %. 35. 3,93 gfcm* + 0,27 
gjem?, 5 < 7,3 %. 36.5 < 3,05 %. 37. 172,480 mi < y < 213,642 m*, 
y = 192,660 m? + 20,982 m*.5=12%.38. 4 <0,17 mm, 39, A <0,0005 


ndo as b)YN=> ve 
g E 


1 
e : LS NN > lg a 2330 19 — 43 > E:0)m (25): 
E) => 2 lg 2 , y _— 1g 0,999 — > e . 2 a . A. Y >? , 
1 1 — | | 
a a A a _——— — 
c) N => 10". 46. 0. 47, 0. 48. 0. 49. 3 . 50. Ese 51 Z* $2. 2 53. za" 


4 
54.3. 55.3. 56. 1.57.2.67.a) la segunda; b) la primera; c) la segunda. 72, 
e =2,71828... 92. Es igual a 1, si a + 0 y pertenece a [—1, 1], 0 no existe, si 


= l Luu4 ] 
a=0. 96. x=!l><3. 91. Xuo=5p- 98 £a000 == Log0r 249-108, 


99, x. =x=— 120. 100. Xy) =20. 101.0, 4 l; 1. 1011. a 5 —?2 2 
102 1 1410, L 109.0: 2,0, 2 104.4 6 —4, 6. 105. —-y: E==iL 
106. — 003 + 00 — ooo. 10 <w0, —l: — o; — 0.108. o: 0 +20. 
109. — 00 + 00; — vo; E 00. 110, — 5, 1,25, 0,0, My 1.112, — (e+3775): 


1 1 , 
114, 1,2. 115.01. 116.0, 1.11. l >; q3i...+0 
e4+-1. 113.0, 1. 1 6.0, 4.117 7: 3 0 
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118. Los números reales comprendidos entre 0 y 1, incluyendo estos últimos. 
119. 1;5. 120.a:b. 127. a) es divergente; b) puede ser tanto convergente como 
divergente. 128, a) no se puede; b) no se puede. 129. No. 130. No. 144. 32) 0; 
b) 0. 147.In2. 


148, + (04-25). 151, —oDI<+o0, rs]. 152. —o<rE—V3 y 
0Ex<V3, 183, —l<x<l. 154, a) ]x1>2; d)x>2. 155. MEE 
<(244 122 (£=0, 1, 2, ...). 156. <= Z y V Em < [x|< 


= 1 l l 
<y = (441) (f=1,2,..J. 157, HTA Y El eS 
I 


RF 1 
1 
<= 37733 (=01,2 ...). 168.x>0, xn (n=1, 2, e). 19 —=x<l!, 
2 +2 ERES 

, do lt) 

160. [11] <(k=0, +1 32...) 161 10 £- EE 10 dj 
E E E E A 

l 3 

2e—n(m=1, 2, .) 164 l<xqG2 165. 1=37, l y, - 
165.1 > 3 165.2 bis x< hn + (k=0,  =l, ..) 
n 4 3x1 1 
165,3. 05153 y SEG. 166. =l<r<?0: 05y=ly 

T bx 

167, E (R=0, zl, =2 ..), 0 gy <p, 


, y ca SE 
188, —0o<1<LoO 0 yn. A A 


donde p y q son números enteros; y=231. 171. P=2b42(1 — q) 00H) ; 


A 


S=bx (1) 0<r<h. 172. a=VIDHosx  ((<r<aj 
Ñ h ab 


S=2s0x(0<1<aA). 193. 5==—= 


pe si 0=x< 4 
a—b aqó. sa [El LA a a, 


= TARA 2 a—b : 2 

174. m(x)=0, Si —co<r=0; mi=2x, si 0O<x=stl: m()=2, si 
LAA mx) =3, 5. 2<x<3 m(x)=4, SS  3<r<+o. 
178. Ej=[0=y<4) 179, E,=(1<y<3). 180. £y=(0<y<i)- 
181, Es=WU=lyl|<+o). 182, Es=(<y< 2). 183, a<y<b si azb 
yb<yXa si a>eó, 14. 1<y<+o. 186, VD>y>—X y + o>y>!. 


l 
186. UY E. 187, +0 >y>-—00, 188, 0<y <= y FEy<z 


189, 0; 0; 0; 0; 24, 190.0. —6 4 191. ll: 1 1: 2 
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lx —X 2 
192. —1l, O; . 2: 4, , —— —— A 

2 : ¡ ll , 193 I, end TE e 
x—1 1+x 


TAE 194, a) fta4=0, si x=—1, x=0 y x=); f()>0, : si 
=acic<=!l y 0<x<l; fir) <0 si =lisiz0 y l<r<+ex; 
1 l 


. ; 1 
pb) (0 =0, s1 ci f(9>0, S1 TELAS ARE * 


1 : | : 1 

Z — no "no O , TETAS NE 
Lx pz * A EA de OO, SE mp2 SEA y 1 
<p =o 12.0 3=0 si x=0 y x=1l f(x >0, 
ar—1 


si 0O<xi< ki Ho<0 3 1<x<+30o. 195.4) a, b) 2x4 A, 0) ar. r 


7 1 2 7 17 
197, p0=Lx2 H0=3:10)=23- 198.108 gel D= 
2 17 10 7 29 
==; FCO, 5)=2 57- 199,7(0) 2 7 0-3 0—=q el 200.1(09=1045.2%, 
203. a) 2kn<x<n+2kn (£=0, +1, er DAA cx 3>0, 
se bb O e 
xk (4=0, 1,2, ..) 200. a) 2 =x+45 b)2= a c) 2¿= a 
ay2=E4L 206. pp) = PA PA =2 Y =2". 


1+x4 
207. elpí)=sens Pa) =r 0) pp a)= Pp (0) sen x lx 0). 
—x 


208. e )=000 PAIPA PE)=P(v)=0. 209, ——*; 


XxX 2 
—2% 91. 1846. 212.x? -2([x12*). 
Ent - (l ) 


TEX 13 
213. AA (E) , 221. a) Es creciente paraa >0 y 


xx 0, a 1). 210. (1 ()= 


: ] E la] 
decreciente para a < 0; b) para e > 0 es decreciente en el intervalo (— co, — ) 


Za, 


b , , 
y es creciente en el intervalo (- ==, + co); c) es creciente; d)siad — be > 
d 
> 0 es creciente en los intervalos (>, = Ss) y (E +00); e) es 
? 


creciente para a > 1 y decreciente para 0<a<1. 222. Es posible, si la base 
de los logaritmos es mayor que 1. 


924. Io <y<+o), 223. 23) —Yy (0=<y <-+<0) 


DVTOSU<+O 2261 L 421. 227. a) VIE 048!) 
bp) Vi oy =D 028. Arshy=Iin(y+V Ig) (o <y<+00). 
229. Arthy=>3 In, 1 <Y< 0 230.x=Y, si oy <li=VY 
si 1=<y=<I16; x=l0gY, Si 16<y <+0. 231. a) Es impar; b)es 


nia 9; 
par; c) es par; d) es impar, e) es impar. 233. a) Es periódica =>; b) es 


periódica; T = 2 11; c)es periódica, T=6 11; d) es periódica, T=11; 2) no es pe- 
riódica; f) es periódica, T = 1; g) no es periódica; h) no es periódica, 
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¡ 2 l ¿5 
241. t=1 50 1=-37m. 243, o, a 
244. y= =* 000: 9 km; 36 km, 261, =—.; yo=2. 252, p=20>0, 
263. k= 7. m= A n= a tab —ab.), ads 264. y=E. 
287. A=YaTÍ E; sx =—-7, Ds 356. y=2sinx, sí 


[x— ak [|< AS si ¿Slap <Z Tik=0=1 +2.) 


357 a) => Het) b) y ec) yx? si a si 1<0 dy=-x, 


5 IZ y=x, si x3>0 38. 2) g=thib)y=l, sí IStri<V3 
g=0. si lx <1 si > 13 o: si |rel<lig=2, si fx] > 1; 
d) g=—2 si 11lx]>2y= 2 (2— ¿si | f<2. 


359. Para x < 0,se tiene: 
32 0fd=14r2f0=-(1 +3) 0) 1)/()=—220—4%, 2)f(1)=2x +2; 


dd 1) fa=Y“—x 23 imu=-=VY=z+ d) Dy- f=-sinx, 
2 Hx=siax e) 1) f(x)=e7*%, 23 [ud=—=0*% M t/(=In(—x, 
2 6) =— In (— x). 360. 2) =p: b) x=: 0)x= 
=>, d) x=%1 (£=0, Elm ud 36148 (Xp, IX + 5), donde 


Xy es arbitrario; b) E. Y: 2) (Xo, Fo), donde »=-x3 .3 

= ax) +Hdxi + CXo + 4:d)(2,0); : (2, 1). 372. Las raíces son: — 1,88;0,35; 
Le A $ 0 A 

— 0,25: — Í[ ,86. "37, 0,25, 1,49 375. 0,64. 378 1,37; 10. 377. —0,54. 378. 0 


4,49. 379,1, =-—0,57, Y =—1,26, x,=-0/42, g¿=1,19% —x,=0,45, 
Y =0,74; x,:0,54, y,=-—0,68, 380. *, == 1,30, y =9,91: e 
A E =-— 0,62, yy =-— 9,98 x,=1,62, y =-—9,87. 382. a) En ge- 


neral, no; b) si. 385, “Está acotada superiormente pero no está acotada infe-: 
riormente. 387. f (a) y f(b). 


388. 0,25 389, 0; 1. 390. 0; t. 399 L +0. 392% —tl. 
399. —Y2 12 394, $; 4 335, 8)0, 1; b)0:2 396. 0; 1. 397.) 8; 


o 
b) 0,8; c) 0,08: d) 0,008. 398. a) x; pb), c)md) 1. 411 a) l; Di: > . 


n(n— 1) 
412. 6. 413, 10, 04. nm(n—m) 415. 5% 416, ($) 4ta á 
) í 1 3 y nin +1) 
1B— q 4019 q 420.1. 421 q. 422 7. 42. (3) o 
I e nir—l mn, n(n 4-1) 
924,1. 22. 425 426, tema 421 E 0 
He. 410 rta tE st aL 309 004 435, 1 436, — 
ES 3 2 3" vF 


RESPUESTAS 


4 ] l ] 1 12 
41. q A 438 —2. 9. V 2 440 16 * MATT 442. Y 443. TÉ 444. a “ 
l el. 3 4 US | 
e Es E ER dz A io 
443, —2. 446. q. MT 77 8 o 0 4 o 450, go SR 
a $ a, B ” 1 1 ) 
2z es a A A as 
a A e A 456. > 481, 7 (a+) 
«Ll. 059—L 06001. 461. 2. 46822 46.2 40 —L. 060 - 
1.3 A e ra . la E ab PP. ru y 
X ta ot... e) 466. 27. 461, 2% 468, limx,=o0, lim x,=-— z . 
. a +0 2-0 
) 
469, a=1,6=-1L. 4100 ==bb==3(i=1, D 4.5 472 0 
473. (a ra 1. 402. 475, +. 476.2. 477.4, ma. 
: n 2 3 2 Pp 
] 


2 


419. 7 . 480. dy 482. cosa. 483. —sina. 484. secta (a (2 +1) F .R=0, 
sin a T 
E e A ) 485. — nta (as =n, donde k es entero), 486. ep (a 4 Q4+10) 7 
donde k es entero), 481. — E ja 4 4n, donde k es entero). 488. — sin e. 
2sina rn 2c0s a pio 
489. — cosa. 490.7 (a E (2% + 1) $ , donde k es entero. 491. Pa CENTER 
donde k es entero). 492. + sin 2a. 499. — 3. 494, 14: 495. F E 
cos 2a 
496, — 24, 491. — TEA (a FA (QRkR+!) o , donde k es entero ) > 450. . 


1 4 1 
499. —- 500. 50% —;7- 502 Y 2. 503. 0. 504. 3. 505. 0. $06, 2) >: 


6) Vo c) 1. 607, 0. 503.0. 509. 0, 510. 0. 511. 1 512. e? 513. 1. 
Pb, —b, 
514, e. 515.0, 516.0, si 0,<t4j +«o, si a >oje* , si a=a,. 


517. e. 518. e? 519 1 519.1 Ye. 


3 
520. e“I2% (a ka. kesentero). 521. e?. 522. e"! 523, 1. 5%. eL 525 e, 
ES 


526, LL 527.041.528. 2 e 529. 1. 590.1. 58%.—. 532, 0, 539, >. 54. —2. 


Ye 


2 
535. . $36. 2. 537. E. 638. —. 539. (5). 540. 0. 540.1..1. 541, Ina. 


7 7 5 5 
pt 
542. a“ ln =. 543. aalnea. 544. e. 545. a 545.1. e B 452 7 R 
5453. —2 546. el. 547, 1. 548. a”7b, 549,00 ln a. 550. 0% ln? a. $51, 0710+0, 


B 


. 1 
552 Inx 553 nx. 554, A 655. Y ab. 556, S/ abe. 551. (arpa be 
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=j 
558, 20 559, (in 7) . 560. a“% Ina, S6t. a) O; que 562. 1n8. 563.— In 2. 
Vab b In 2 
566, a) +; bh» 567. 1. 568. 0. 569. Ina?, 570, y 571. q 572.—2, 
Z a 1 2 1 
B73. e, 574.67. 575, =. ; : >= . 576.1 ]. 57 2h 5. 
13 574.07. 5 Va $76. a) 1; b) 7; e) 1. 576.1 3: 5N 2shy 
577.1. 3) cho; b)sha. 5772. —1l. 578. In2. 579.1. 500. e%. 682 =5. 
n n 3n ] pr í 
582.7. 583.3. 684,5, 585.3 586. 2. 587, ¿T-—. 588,7. 589. 1. 
2 
— 2 
590, e”. 591. O. 592, O. 593, a) +co¡ b) L-, 594. 3) —1; b) 1. 594,1, fo E 
595, a) y; b)—F. 596. a) l; b)0, 597. a) 0; b)1. 600, 2; 1; 2. 601, 0: 


a pa 


(IU (1. 602. 0. 603, 1. 604. 0, 605. 1, 606, 0. 613. b)y=1, + sis 
pil; y=0, +si  |x]=l, 614. b) y=0, si 0Ex< 1 ym, si 
1=) gel, s 1l<i<to. 65, y=mo], si 0<lxl<lí y=0, si 
[xi=1 g=1, si ¡x/>1, 616, p=jx] 617, y=1!, si 051); yz, 
Siox>l, 618. y=1, si Osxslig=x si 1<x<% g= 5, 
si r1>2. 619. y=0, si dEx<2; g=2P2, si o x=2y=x» si > 
620. b)y=0, si x= (041) 5; y=bh si i=(441)G > (60, +1, 
22...) 621 y=In2, si 0=<1<2% gu=lnx, si x>2 692. y=0, si 
I<rsl y=z(e=l) siox>1. 628, y=l, si x<—l ye, 
Si x>—1.6% y=x six<0; => 
620.—. 6261, y=V3 si 0=6x<l y 4Akli<x<ai+l; yox si 


si x=0; y=1 si 4>0. 


4-31 <4k—=2 y 42 <x< AL: y=>+WV7+x) si x=?2%k= 


“1(2=1,7,3,..),.625.2.4=0, 3 x:0s racional; y = x, si x es irracional. 
625.3. El contorno del cuadrado max (llxl,lr+1)=1.627. a)x= 1 


1 ] 
1==2, y=x—1; b) Y=i+j] sio x—o-+0, yA AS Si X= —Cc; 
1 
)=3—x: d) y=x si x—+0) y=0 si x—=co e) y=0 


si X= =0oz, Yy=x si ——+o% Uf) part. 628. 0. 


A 

] ina 1 E 

629.7. 630.22. 632,7. 683,7. 634. ina 635. Y 2. 636.0 5, 
l—x Xx 6 2 2 

a Depot pt — 2 5 V5-=1 
637. 3U>+) l 40), 637.1, 3" 637.2, LE 637,3. . 
638.1 +x—1. 639.1] 1%. 641. a) 2 b) tc; 090: d) 1: e) 2; 191; 
B)2shl. 643, a) [=—1l, £L=2; b) i=3-2 L£L=2% c) (=2, £=ec, 
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644. a) I=—l, L=li b)1=0, L=toos c) im, L=2 9) (=0, 

L= ++, 645. a) De primer orden; b) de segundo; c) de primero; d) de tercero; 
2 3 

e) de tercero; E) de tercero. 653. a) 2x; b) £; c) 5: d) > 505 a) 31) 

3 3 

$] 0) x—l; d)eíx—I e) x—! 656, a) x% b) 2x? c) e: 


Xx 
1 l =[f 1 A7 ] LAS ] l 
658. a >| E b 2 ( hd: Il ] ¿ad —- a 
2 Xy—1 ) iS ==) V3 
e) : D* 663. a) 9,95 <x< 10,05; b) 995 <x< 10,005; cc) 9,1995 <x< 


at a (Dos E a (SY 


<10,0005; 4d) Ml <x<Y 1002. 664. A a) A<37 mm; 


b) A <0,37 mm; c<) A<0/037 mm. 685. 100(1 — 107212 < ox < 100 (14 
L JOHANA ay 81 <x<12l; b) $801 <xr< 102,01; <) 99,8001 <x< 
<100,2001;  d)  99,980001 < x-< 100,020001. 686. ¿=min Te 1. 
.. = 10% b)8=10"7% e) dm=109. N 

7 OL00LxG; a) B= 107% bp) 5=10"%, 0) o 
es posible. 669. a) No; b) si, 671. No; que está acotada en el punto xp. 672. 
No; si la función f (x) está definida en un intervalo finito (z, 6), entonces 
siempre se verifican estas desigualdades, mas, si al menos q o b es igual al sím- 
bolo co, entonces lim |f(x)|=>+ +, 673, No; la unicidad y continuidad de 


x—>0 


657. $= 


la función inversa. 675. Es continua. 676. És continua si A = 4, y es discon- 
tinua para x= 2,si A * 4.677. Es continua para x = — 1. 678, a) Es continua; 
b) es discontinua para x = 0, 679. Es discontinua para x = 0. 680, Escontinua 
681. Es continua. 682. Es discontinua para x= 1. 683. Es continua paraa=0 
y es discontinua para a + 0. 684, Es discontinua para x = 0. 685. Es discon- 
tinua para x = k (k es entero). 686. Es discontinua para x = k* (k=1,2,...). 
687. x=-— l esun punto de discontinuidad infinita. 688.x =— ] es un punto 
de discontinuidad evitable. 689.x=-—2 y x= 1 son puntos de discontinuidad 
infinita, 690. x= 0 y x= i son puntos de discontinuidad evitable; x =— 1 es 
un punto de discontinuidad infinita. 691. x =0 es un punto de discontinuidad 
evitable;x =k m(k=21,+2,...) son puntos de discontinuidad infinita. 692, 
x= 42 son puntos de discontinuidad evitable. 693. x = O es un punto de dis- 


Ñ 1 E 
continuidad de 2* especie. 694, x=-- (ih=x1, +2, ...) son puntos de dis- 
continuidad de:1* especie; x = O es un punto de discontinuidad de 2? especie. 


2 : ER 
695. x= 0 y FT (£=0, +1, ..) son puntos de discontinuidad 


evitable, 696. x = 0 es un punto de discontinuidad de 1* especie. 697, x=0 
es un punto de discontinuidad evitable. 698. x = O es un punto de disconti- 
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nuidad de 2? especie. 699. x = 0 es un punto de discontinuidad evitable; x = 1 
es un punto de discontinuidad infinita. 700. x =0 es un punto de discontinui- 
dad infinita; x = 1 es un punto de discontinuidad de 2? especie. 701, 
x=k"(k=0,+ta,212,...) son puntos de discontinuidad de ]3 especie. 702. 
x=k1(k=0,+1,12,...) son puntos de discontinuidad de 12 especie. 703. 
x=k(k=2%1,+2,..,) son puntos de discontinuidad de 1? especie. 704. La 
función es continua, 705. x= + Yn (n= 1, 2, ...) son puntos de discontinui- 


dad de 1? especie. 706. x = m (k = +1, 22,...) son puntos de discontinuidad de 


1% especie; x=0 es un punto de discontinuidad infinita. 707. x= 6 =+1,t2,..) 

. Son puntos de discontinuidad de 1% especie; x = 0 es un punto de discontinui- 
2 

j — e” = + i = 

dad evitable. 708. a CFF (*=0,£1,%+2,...) son puntos de discon 

tinuidad de 1% especie; x = O es un punto de discontinuidad de 23 especie, 


1 A 
709, == Y ill, 2s »».-) son puntos de discontinuidad de 


z Ñ , Has ; I 
12 especie, x = 0 es un punto de discontinuidad de 2? especie. 710, =$ 


(k=3+1,%2,...) son puntos de discontinuidad infinita; x = 0 es un punto de 


discontinuidad de 2% especie. 711, x= (Kk=0,11,22,...)so0n 


2 
FDA 
puntos de discontinuidad infinita; x = 0 es un punto de discontinuidad de 22 
especie. 712. x=+x¿n (n= 1,2, ...) son puntos de discontinuidad de 11 es- 
pecie. 713. x= 0,x=1 y x= 2 son puntos de discontinuidad de 12 especie. 
1146.x=k 77 (*=0,+1,*2,..) son puntos de discontinuidad infinita. 715. 
x= tkm (x =0, 1,2,...) son puntos de discontinuidad infinita. 716, x= 
=-—1yx=3 son puntos de discontinuidad infinita. 717. x=0€es un punto 
de discontinuidad de 21 especie. 718. x=0 es un punto de discontinuidad 
evitable. 719, x= 1 es un punto de discontinuidad de 1? especie. 720. =1, 


si0%x< y=2. six=1l;y=0,six>l;x=l esun punto de disconti- 
nuidad de 1”? especie, 721. y = sgn x;x = 0 es un punto de discontinuidad de 
1? especie, 722. y=1,si¡x|<1;y=x?,si|x > 1. La función es continua. 
723. y =0,six*Fk;¡y=1,six=k(k=0,11,+2, x= k son puntos 
de discontinuidad de 1? especie, 724, p = x,silx—kur[< = y = + si 


mine E; y=0, si SI <E (k=0,£1,..); iia? 


5' 6 
son puntos de discontinuidad de 1? especie, 725. 1=3 A sikr<x<kra+ 
E yx si PRL AA yg=0, 
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, ko - An 
51 == 45 (24=0, =1l, ...); x= —son puntos de discontinuidad 


de 1% especie. 726. y =x parax =0;y= x? para x > 0. La función es con- 
tinua, 727, y = 0 para x £0e y =x parax > 0. La función es continua, 728. 
»=-(1+x)parax<0;y=0parax=0ec y=1 + x parax>0;x=0esun 
punto de discontinuidad de 1? especie. 729. No. 730.4 = 1, 731. a) La fun- 
ción es continua; b) x = — 1 es un punto de discontinuidad de 1* especie; c) 
x= -— les un punto de discontinuidad de 1* especie, d)x=k(k=0,21, 
22, ...) son puntos de discontinuidad infinita; e) x %*k (k=0,11,+2, 200) 
son puntos de discontinuidad de 2* especie. 732. d =-x si —% < 
<x<0;¡d4=0s10<x<l;d=x-1sil <xS as d=2-—xsi > Lx < 
< hHd=0s2<1x<33d4=x-383<x<-+>, La función es continua. 


e 
133,5=3y—L si 0< y < Ls=3+% sil<y<2; s=4y si 


H 
2<y)3%<3; S=3 si o función es continua, b=3 -—y si 


0O<y<l;b=2 si 1<y<2%b=152<y<3=083<y<+0, 
x=2 y x = 3 son puntos de discontinuidad de 1? especie. 735. Es discon- 
tinua para x + 0 y es continua para x = 0. 737, Es discontinua para todos 
los valores negativos y para todos los valores positivos racionales del argu- 
mento. 738.f(0)=0,5.740,a)1,5;b)2,c)0;d)e;e)0,f) 1,8) 0.741. 3) Sí, 
b) no. 742. a) No; b) no. 743,No. Ejemplo: f(x)=1 si x estacional y 
f(x) = —1 si xesiracional. 744. a) f (g (23) es continua, g (f(x) es disconti- 
nua para x =0, b)/ (g (x)) es discontinua para x=-—1,x=0yx=1,g(f(x))=0 
es continua; c) fíg (x)) y g (f (3) son continuas, 745. f (y (x)) =x. 759. x= 
—d : 
E E ¡a+d=0, 760.x=y-—k si 2k<y<2k+1(=0, +1, *2,..). 
14. FiiO0)=x 3161 x=-= YVy (0<y< +); =Vy 0<I< + 20). 
78. x=! —Yl=y (—ea<gy=Slh x=1pYl1-9 (-—w<y<l) 
AO E AE Mn 1 A 


Tlsy=<l, Y (0<l|g9|=<1l) 


770. x==(— Mi aresin y en(k=0, 24,22 .)1=<Y=<1).771 x=2%x x 


+ arccosy (R=0, +1, 42...) (—1<y=<1). 772 x=arctay+kn (2=0, 
+11, 12.) —To<y<+o0) 776. ¿=0, si yl; e=Sgnx, si 
ay >1. 779. a) y=-5, si —l<x=0; y=2arcsinx—3, si 0=<x=l; 
; 1 ] l 1 
b y=—(n+4aresina)) si —1<x<—>= y4=0, $ — ==> 
JS A ) | el va “SE 
1 n xn mi 
=n—4 ¡ E si —=ax=xl. 780. Y — a  — — ÍA 
y=Mn arcsin x y7 > A El 


781.y=VX=1 (l<sr<+o0) y=-V 8-1 (lsx<-+0). 782. Pa- 


ra todos los f, tales que y (1) =x, donde x es un valor arbitrario de la función 
p (£), la función y (t) tiene que tener un mismo valor. 783. El conjunto de 
valores x (7) para « < r < f tiene que ser un intervalo (a, b). 784. Para todos 
los valores x, tales que y (x) = u, donde u es un número arbitrario del inter- 
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valo (4, 8), la función y (x) tiene que tomar un mismo valor. 785. Ú <= 50 em. 
4) 0,5 mm; b) 0,005 mun; c) 0,00005 mm. 786.2) 3<-2,0)5<2,5+ 10%; 


3 
e) EH 107; d) o<% (¿<1). 793. a) Sí; b) no. 794, Es uniforme- 


mente continuz, 795. No es uniformemente continua. 796. Es unifor- 
memente continua. 797, No es uniformemente continua, 798. Es unifar- 


memente continua. 799. Es uniformemente continua. $00. No es uni 
formemente continua. £02. a) . b) bm; c)56=0/0le€; 
FA a 
d) ó=e (<=!) e) ón: 1) cr q). 803. n==1 800 000. 
308. 2) 0, (8) =30; b) 0 (8) <V 5; ys cd) urió=d y 2. 
“Za 


818. f(x) = cos ax o bien f(x) = ch ex. 819. f(x) = cos ax; g (x) =+sin ax 
(a = const). 


Capítulo Y 


821. Ax =999; Ay=3. 822, Ax=— 0,009; Ay =990000, 823. a) Ay=abx; 
b)'Ay=(20x +0) Ax+a(Ax);, c) dy=a* (a%%-—1). 825. 2) 5; db) 4,1; c) 4,0%; 
RS 4. 826.343A4-42 a) 3,31; b) 3,0301; c) 3,003001; 3. 827, a) Y = 


0 E pa ¡Dir = 05 E, £) 9 =21005 E; 210% .-828, a)2x; b) 3x? 
seg seg seg seg 


J | 


E - pe" Y de 
c) 0) 4) parao e) AO f) ES 


R=0, +1...) 2) — EÁÉRA, E=0, +1,...); h) E 
sinix Vin 
i) 


T 
A A . B29. —8,0; 0. 830.4. 831, 14, 
Ea J, 1) 1% 4 
832. f' (a). B34, y =l—2x; 1, 0, —1, 21. 835. y=*+x2 9) —2%1: 
bd) —l: 0; €) —4; 3, 836. l0a%x —511. 837, E 83B. 2 (c+6). 
839, 2 (17-29) (143)? (32+1ix4-9). 840. xsin2a+c0522. 841 ma fxt1+ 
RT (má) mA], 842. — (lx)? (1 —x2) (1 —x8)2 (1 +61 + 
4 
+l544 14%). 8424 —20(174121) (5-22) (34), 843, —( + 


al: 2 (1422) 
+ RR (x 01 845. AA HA ix E UA 846, TR 


]— xp 41? a 12—6x 6124 2x0 4541 3x5 
e Na 


(Ix1<1: 


847. 
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849. AAA e — ). 850. A 
x lo—(4+Dx=(0+9-1) 1 (34 1). o MEA sE VE le > 0). 
es 1 A NL 7 =(>0). 854. Sad 

a 2Vx Y Z 7 VI+Fx 
855. AAA ME py O AS. 


Y24 0 y (3407 atra FUE 
% -(1x1<lal). 858, ne y (|x| 1). 859, =——! 
(at? (Lan)? 
+2 34412 M 14 V 2 ' 
A NE YUMI ES 
eYiV x+y 3) A a+ y ay 
> de 5 0, x—i1, x: 48). 862. — 2c05x (1 +2 sin x). 
r 1 
V (++ + Y) 
863. xisinx. 864, —sin2x-cos(cos2x). 865. “nsin"1x-.cos(n+1)x. 


2 sin x (cos x sin 12 — x sinx cos 1%) 
sin x? 


837, 


850. 


Xx 


(> 0). 861. 75. 


-) 


X 


866. cos x- cos (sia x) cos [sin (sín x)]. 867. 


A E o E 


METES 
869 pe col nr, k es entero), 870 A. PE 871 —— 
" cost+1y - ) "feos xix sin xp? * "o sindx* 


een i=0, +1, 22, ..). 872 1+tgx (e (241); 4=0, £ 1, ...). 


ZE 

8 — ló6 cos e . 

873. ———_=— (x5£kn, k es entero). B74. — Hs E > k es entero). 
3 sini xy ctg Xx sun ; 

a 


Il 
e 
l+ 
+ 
o 


875. —3tg? x- sect x- sin (2 1g? x) - cos fcos? (tg3 x)) (e 3 +Hhn, k es entero) 
1] , 
876. —2xe . 877, == 4 Xx sec? in 2. 878. x%*, 879, “e” sin x, 


a mes 2 
e? (sin x —cos £) (x=2ex, kesentero). 881. E S 
. X 

2 sin? 7 


AS ga a .a—b a 
ee Ya tbie” sinór. 883. e* (1 +e? (14.2 )]. 904. y (mo- 2) (>0). 
885, 42.191 Parla? Ina aan nta. . 886. Z lge-lgtxi  (x%0). 

1 l 
lea in (in x) ri z In x In (In? x) ajo 09 d+xP 4 + 


(> — 1) 890. A—0x1>1) 9 AAA e > 


2 2 1 
(> Y 3) AD A y 
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8%. in(x4 Y ED. 897 Inir+ Vx PD, 


> =—]). 695. —==. 

y VER 

888. yYrHFa 899 Ixi< Y ye — a 305 ! 
— bx? ya .yi=2 <5.. 

1 

901 Pr (0<x — 2 <a, k es entero). 902, - — Er £ — 2h Ez 3 k es entero). 

903. —ci xr (0<x—2n< nm kes entero), o le ci 1, k esen- 

tero), 905. - ed OLLA, k es entero). 905. AE — 901, 4050), 

i hip i+ m2 


1 
908. --, ln z(x > 0). 909. E 7 aa pa (02) [reco (Een ET 


311 ea: (x>0). 912 sinx-Inlgx (0<x-—2Ex < $ -k es entero). 


1 nn A 
913. Do 91. ——_— =] E ] DA 
via drl<2 EA 1 Vd mm > 
y Xx 


0). 5 A RÉk E 
(a E ) 916 + 3 (x É o). 917, 2 0 Ty) (x=0), 918. — a 


(xi << I). 919. arcsin <l x=>0 920. A 
a mva=T 0*1>1 
2 — 1 in x)- 
821, sgn (cos x) (+ A nt. Les entero) . 922. Ed MC xn, 
, 2 V TF costx 
k esentero), 923, sina Sa E (o <Ix=ián< AE ,kes entero). 92 e 
pe 2 A 2 “Yi e y 
TL l 
925, E 2 — PE AA 
(0<|x|< 1) pe 1). 926, 1: iron 
2sgn x 4x Ip 
928. — x 0). 929. EfFfEEAAKAKÁKÁK—2_AáAá<ÁáA— SE 
| LH Y ( pl 1 Y ER [A arecos* (1?) (l x| < 0. 530. ] + ye . 
1 ay y? 


931. — 2c05x» -arclg (sin). 932. Pd aa 33 A 
ar y x—l arccos —— ESTIU 


Vx 


e ] ] 
(> —m. 934 Pax, 935 27 xt — 1) 936 AT (111% 0. 
937. (arcsin x)! (Jx|< 1). 938. - E 0 p<. 939. A 
bt pt 

xarcsin x e 121 

940. A A 941 ES 73): 947, UE 
(1 — 0)? 

] 1 
O 
UY a 2Y1—Y id Vaxr— xv 
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1 
TI A IE AO 
VI——*A VIFX 
sin 2x 2k — ] Vix Es 
948. pal ES 3 m, Jos entero) 949, . TYT=3X 


l—x e e 1 
V . E tex. 951 ———. 7 ma 


95 sin a sgn (cos x — cos a) (cos x 3 cosa). 954. PayAn0< lxI< 


l—c05ac05 x 


A 4 2x (cos x*+ sina?) 
35 —h— > (11% 1). 956, ———_—_—= (| x [< 1). 957, ÁIÍZIAMP 
a A Vins) 
(0< lx p< Y ( +3) ”, R=0,1, pp 958. 2x [sgn (cos 4%) 4 sen (stn x*)] 
k 2 ] 
(o ES o , *=0, 1, 2 .. .) 953 vi « em tarcsinx) cos mm (arcsinx) 
(x]< 1. 560 E 


PT 


Dal 
6 ea nó, HV (4 VIE FA 


960.2. A 
cos (sn =3>+ cos?) eg, 


pa In 2. sin Y )-In (sec 2/ E ) 


Ya. costal A "3 
x(+ + In x+ In? x) (x > 0). 962, x97 E O (¿+memo)4 


960. 1. 


960.3. 96d 1 ln to 


Era? Ina(1+1nx (x> o. 960. xt Al = Inx) (x0> 0). 964, (sin x) Ptos 
X 4ctgl .x— In sin x)— (cos JP E4DZ (ío? e in cos x) (0<:- 2kx <p. 


k es entero). 965, A lx—212x+4xInx-In(nx) (>. 966.1. y = 
o arctg 1 In arcsin (sin? x) sus x - Sgn (cos x) e 
KK ( +1 arccos (cos? x) Llbds ds arcsin (sin? ) Y 1+sinix 
cos x- sgn (sin x) (» e so. «1 966 1] — llo 
A AAA SX< —+ k=0, £l,... |, 966, —— (log,ey 
arccos (cos? Y 1+c0s? x 
l so antro 
(x>0, 1341). 967. 1h x. 968. — be > 0). 969, 7. 970, E (20), 
971, ca 972, POS. 1 AA 7d — 2 arccos x + 1n (arccos y) 
b+achx Y TFcost x Vi-x2 


rn 2x0 * arosin (e **) 


==. Y E -—_——____—_—- 
ViTa (PT 


(xi<1). 974, lx 550). 
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E 40% Ina z 1 
976, dra rea * (a > 0). 977. a) sgeni(r 0), b)2|x|; c) qa +0). 


978. 3) (x—1)(x4+ 1? (5x—1)sgn(x+1), b) A sin 2x- sinx|, c) BROTE LE 
2 :VMxi1 
(xI>D; d) afxsin2nx 279, Y=—1l 5 =o<xr<l; y! =2r—3 


si ler=2 yal si 223x400. 980, y=2(r—a) (x—b)x 
xX(r—a=b) si xs la, b); y =0 si xs la, b]. 981. y =1 si :<0; 
1 


Í - 2 
== si 0Ó<x<-+09. 982. TE sit —1<xxzl,; poz 
si Ixl>L 9838, y=le "(lx si lxis<tb g=0 si 
Ñ Ñ lat 54 —36x +41? 4 213 sd p — +31 
|x| >1. 984. a) +03: b) iaa 1, 17213); 

ñ 
hi ñ ANIMADA AR ME 
e nd d AR 985. TR B——____—_—_—_——— 
En a VIE 5 VEO) 
Ea iS E) — wr 6) Ear 
(20 + Y (a) << le De AUR y A Y Ñ == 0); 
ata O (Ax AS S kx A al: 
c) Oboe vo Tm 


Es - A Ñ 986. a) 2xf'(x%);  b) sin Zx [f" (sintx) —f" (cos? 03]; 
Y dere a) Fu) rTUO FUE. 986.1. 10091 
988. 32415. 989, 6x2. 992. ajn>0,b)r > 1; c)n>2, 993. a) ni=m+1; 
b)l<a<m+tl. 994. p(a). 995, f: ()=—Qí0, $ (a) =q(a). 


999. a) No es derivable en x = 1; b) no es derivable en 1= 2 SE 


k es entero; c) es derivable en todos los puntos; d) no es derivable en 
x= kr, k es entero; e) no es derivable en x=-—1l. 1000. fí (x)= 
=f(0)=snxsixk*0y/f(0)=-1,£(0)=1. 1001. / dx) = f(x) = 
= M(x] cos rx six % un número entero; (k)=89(k - 1)(-D0%, £P(k)= 


y 


=nk(-1I)É si k es entero. 1002. fl (1) = £ (x)= (cos 42 sin 3) . 
Pa 


Tí % E 2 E 7 2 UN 
- sen( cos) Ss) TT (k es entero); f. (1 )> 

- IM , 2 1 a a AL OEN 
=- + Ds, E A) = een. 1003, f_ )=f, (1) = y —= 
si JBa< la l< VR lA (2=0, 1,2... f (0)=-1, E (= 1; 


E (VOR DO ==. £ 0ME0==we 4=1,2, ...). 1004, f. (1)= 


414] er 


=f, ()= arg six 0 fl (O)==1, f (0) =0. 1005, fl (1) = 
m1) == si xD £(0)=—1, f (0)=1. 1006. £ ()= 
Vio 
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=f (9 =2+. donde eE==] si 0<[xi<! y et=l sd I<]x[<+ o; 
' ES lts ¿A Y da 
PURD=—A FF ED=L 1007. [0=F,t9= 22 si 
AFRO FED FL) fi i=z1 1008, F(9=F ()= 
2 % . 1 TT Ñ , 
=8 3 ETA * 2 f,(=F 3. 10091, a: f_(0)= 


=—L.100=3: b) Lm=FM=>3 0) (0) =f, (0)=0. 1010.0=2%; 
2 


b=-—x,- 1011. a=f tk b=f(x)— xof_ (0). 1012.  A= 
_ A4X% ak, + bk, _ dm ae P 
al é= qa a 1013. 4 = > b= => 1014 2) Sí; 


b) no. 1015. a) No; b) no. 1016. a),b),c) La función F(x) puede te- 
ner derivada F'(x) y puede no tenerla., 1017, x = km (*=0,11,%2,...). 
1018. a) No puede; b) puede. 1919. 1) No necesariamente; 2) necesaria- 
mente. 1020. No necesariamente. 1021. No se deduce. 1022, No se deduce. 


1023. En general, no se puede. 1024. P, SU al do ml E 2 NS : 
mm K 
E E EA 
da (1 — xp 
sis 5 sin + ly Asia q e E x sim 
1023. e E Ti 
sin + 2 sir E 
2 2 


X 1 , MX 

a sh 5 sh (+7): 3 
est 

1029. 407 em” fseg. 1030. 25 m?fseg; 0,4 mfseg. 1031. 50 km/h. 


1025.11. S,= 


1026. S,= Pues sa Ctg . 


e . 
1032. $ (x) =7 +. si 0<1=<%2% 3(h)=Y4Y-— 2:42, gi rr >» 2 
A A si 05 1<2 S )=2-2 si x>2 1038, 5 (d)= 


o 2 —— — 
> pH oresin E, 5 = Ye —a sena (0<|x] <a). 
; l : po 
1034. Y, = UFO 1035. Ve TE COS y 1036. a) 0 Xy + an; 
x= E b)—o<y << Pom a c) [2 
=p 10 Y : a <Yy <+00, 
j == 
y= 0 =1<y<l, x= - 10397. 4) x= — | I+V1— 
ri Y 1-8 14 
(—0<y=<l): x==W1-Yl=y (0<y<!); =V1-VY1=3 


0O<y<tj a=V14YT—y —o<yelhx=- UN 5 Ut, 2, 3, 4). 


Í o] 
ro Sn =Y 12, ai xi =33 


eL) a=—Im(1+VTIYEO<y<!) ty in LEN 
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r Í e 
OEIEM (m1. 1088, N=—=F (+ 3; 
ES A 
z , (0— VIP 
—— — +; (— á, 4). 1039, E 0, 1 1). 1040, =-=—| 
2 Y 2 ) (1—y (> +1) Yo 


] 5 
0D. 1041 y =— Ácgr(0<|tH<i. 1042. y=2abl(h>0). 


. 2k 4-1 
1043, y 161% q St, kes entero). 1044. YU = tg 0% 2RT,  kes 


lr 2 
((<|f| <4o05). 1048, to >. =>. 1049. E. 1050. e 
pe Mé 
1051. yz 1052, —Y/L. 1053, e. 1054, 2) tg(p+arcig q): 
3p 21 ] 
b) e (po, pex); c) 1/9 +arctg 2). 1055. a) y= 
175 
ii o 
1 1 : 
1066, a) (5 23) b) (0. 2 1068, <= y E <lxsn 


1059. max y; —y' |= l0r==31,4. 1060. e 1061. 5: arctg ha aro 37 


1062. arctg2 2 + arc.70730". 1063. 1 >57,3. 1064. a) 2 arclg y: b) 7: 


3 Fosa 2 
1066. ||. 1069. LL 1071 br_g00=0. O E 2) =0 
06 5 | a] 1 ac=0, 1072 (3) +(S 
1073, cial" 1077, 3) 3—2y4=0, 2x4 3y 0; b) 3x—y—1=0, 
43yg—?7=0, 1078, 2) Y=x, y=—x b) Iix—Yy—4=0, xL13y—I=0; 


)y=—x y=x 1079, y —2a == (1 alo) lg Y. La tangente a la cicloj- 


de es perpendicular al segmento que une el punto de contacto con el punto 
de adherencia del círculo que rueda. 

1081. Ix+75y—50=0," — 5x-—3Iy—10,8=0. 1082. — x+2y-3=0, 
2x—=y— 10, 1083, Af0)= Ax 3 (Ax) + (Ax); df(1)=Ax. a) 5,1: 
6) 0,13), 0,4, e) 0010301, 0,01. 1084. Ax—=20 BS (An, dx= DÁ, 


2) 25m, 20m; b) 2,05 m, 2 m; e) 0,020005 m, 0,02 m. 1085, — tx 0) 
1086. PR 1087. > (lxJ% |a1). 1088. rz 1089. Tap 
(x1<Jep 1090. a) dd or ax; b) xsinxdx; c) YE la a 0): 
OEA O) e) TE 1) e xi<k a 2 
(xi< ib: h) TER 015 1) i) ad (e E e, k es entero) . 
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y du — 2 
¡tard ade e A aci mo EPS 
v (up uryh 
v du — u du u du 4 o du 
(ue +04 0). 7094, RAT (u* +40 >0). 1095. A ER 


] . 
1096. a) | — 4x* — 3x* b) zi (cos x— 2) e) — ctgx (x 4 £u, k es entero), 


d) — tg x € É 3 + En, k es entero); e)—-1(ix]< 1). 1097. a) Aumentará 


104,7 cra?; b) disminuirá 43,6 cm”. 1098. Hay que alargarlo 2,23 cm, 
1099. 1,007 (por las tablas: 1,0066). 1100. 0,4849 (por las tablas: 0,4848), 
1101. 0,8747 (por las tablas: — 0,8746). 1102, 0,8104 = arc 46726" (por 
las tablas: arc 46724”). 1103. 1,043 (por las tablas: 1,041). 1104, a) 2,25 
(por las tablas: 2,24); b) 5,833 (por las tablas: 5,831); c) 10,9546 (por las ta- 
blas: 10,9545), 1105. a) 2,083 (por las tablas: 2,080), b) 2,9907 (por las ta- 
blas: 2,9907); c) 1,938 (por las tablas: 1,931); d) 1,9954 (por las tablas: 
1,9953), 1106. 0,24 m?;4,2%.1107,5£ < 0,33%. 


1108, a) 6,=0 b)6,=287. 1109. 0,43 3. 1111. EBAY qa A 


cl +43 7 " (0 — xy 
Z 2 sin 2R>+—1 
tlx]<H. 1113, 2e (0 |) 1114. et E mn. k=0,+1, 00) ] 
2x 3x (14-2:?) arcsin x 
1115. cen AS arcig x, 3116. UE TA (Ilx|< 0D. 
1 E 
1117. => 1118. a Uli) > 0) 1113, — sin (In x) 
(x > 0). 1120. y(0=1, yY(0=!l y (0)=0. 1121. 2 (44 +17), 
ma E ES a. E 00) o 
u [+] (ul 4 pay 


“ z E 1 A] 
(ut 4 ut> 0). 1124. y" —u* [oh +> In «) po ima) 


1125. ad y 8 AR IR (A 1126. y= 
Ltd 2 ER A 1 SUR ] 6541 
cat cae) Pr) Ano): 
122, y =P (e), ES E dl CD E Ca 
1128. y = Ar (In) —f (ao ya=h ip (Ia) — 3F (la) +2f (nx). 


1129. y =P" (DF (p(0)4+ Po oo) y =P *(07 (2) + 
+43 0 OA OP). 1130. a) ebde, b)et (dde). 


131 — Y 132 LU gt > 0). 1183. 1% [u +in e++| dx”. 


(+ a sl ? 
1134, u dv + 2du du + vda 1135. Véeuto ido leds (o > 0). 
1136. ur? 2py94 4 (a — 1) da? + 2mn40 de du en (n — 1) a? du] 4- 
+ uo (mu de + nu dio). 1137. a” Ina (da? lina + 4u). 

1138, [(0? — u?) dul — dev du do + lu? —p?) dee Y (u? + 4?) (ue da vd] Xx 
Xu po eto > 0) 11399, [ — 2u0 da? +2 (u? — uv?) du du + 2u0 du* 4- 
FluaLlohoda—u Po (elfo (abu > 0). : 
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3 ; 3 


SAA E : 
] COS f 
O A RA Mz A ZÉ 
y ar: Y PURO (1H kx, k es entero). 
É 
1 cos 5 
1142, y =——  : y = —- (1% lin, kes entero). 
4e sin? de? sip" L 
2 
-1 af : 1 
1143, y” = E o ym (Psint+cost ( 3 +ta 


V2 cos (1 ++) Vicos (1 +5) 


E=0=1, 04 1 0 0) mu r=2; 


ES TT y 
e AN “a a E 2,413 
=== EA A s 0) 
Y Y 
x Za Ox 3 25 225 P po ap 
MA A A O. 
y 0 mm 4 64 07 2% Y py 
Dr y . 65 54 2 
1148, y =22 == — 3. y == id 
ESE: E US A y ETS 


“y , 
Pa TS 2 (i—as 1150, y = AS 
A CON: di nl 0 y * 


115.0==> FG) B=F (lx): e=f lx, 1152. 20 — 104, —106 0 —10 
5 

1153. e — E sin Er, ¡=P cos a, 1154. x= D,É COS. yg = 04 sin a— 
ge ==” q _C— gx” Y sinta 

TAG UY e — 2igisina+ gr j= =xlga — -—; : 
2 y E E E ; 20% cosa lg 
? 

v 

Ein a. 155, +yg—25 5lai 5 1556. g "4.61, gy —0, 

mL 
1157. y“ =-— A A 10). 1158, Ps A — CT 


> ie A 
donde » !! denota el producto de los números naturales que no son superio- 
res 2 n y tienen la misma paridad que éste, o sea, 1?1!=1:3:+5.,,]7 
e 
AT: E . 
159. y “UT ZO 


19711 (399 — 1) 


11580. A RA a AA 
Y 2100 (| — ge Y Tx 
10 


t 
x (x2420x+95). 1162. g00—pgr MS Ip Ss ¡donde Al =10.9....(1—1 
¡=l) 


(x < 16t, — y120l —= QRp2r ye 


i= 
6 274 120 
y At=1. 1163. y =—2 (x>0). 1164. gis : e a > 0) 


. o A 
1166, — y!501 950 Í— x? sin 2x + SOr cos 2x + 1225 5) 7%] , 1166. y 
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—3x)* — 27 (1 —3x)*—2 
_2 ai 38 30 as o (+3). 167, y 

(1 —31)? (1391 
= —2 sin 2x—21 sin 4x4 28. 30 sin 6x. 1168, yr =xsh x-+ 100 ch x. 

60 , f144 160 96 
=— 1Ól o rr A A ed Í 
1189, yl” de" cos x. 1170. Y = (5 EN 2) sia 2x + 
(EA + 32 In 1) cos 2 171. 12048, 1172. —— do 
a 8 Y x 

tx>0). 1173. —1024 (xc05 2145 sin 2x) dx1, 1174. (mit 


IS 1176. Bsin xshxdx*, 1176. 2u du +20 du du +90 du diu + 


+ 240% d'u + 420d% diu +252 (duY?. 1177. et (dus +Gdul diu + 4du diu + 
3 3 
+ 3242 4+d%). 1178, a dde 


= ——+—. 179. dy=y"d2+y dex; 
Py=y" d043y did y Bix, dy =yy Y di ae de? dix dy” de Px + 


de dy dl ay a A y 
+ 3y” diyl 4 y" dig. 1180. ya = LESS. 00 [Br dy ds dy | 
1187, P9=aal nes, CIA 9, mt [E + 
+= ap) 1190, (— 1% nl e G= ab. 1191. a 
(=<-3). 1192, A SE aci 
1193. ateos [2x4 5) 1194, 2 cos (24), 1195. q on (++ 5) - 
En (304 7). 1196. q os (+5 AF cos (31457). 
1197. CA cota 09547 7] an A sl 
1198, LL cool ta— o Eo cosa +0) 5]. 
1199. LL sín [ta 0 :+ a LE sin +03 


X cos [Ca +69:4+%) 1201. 0 cos 40 + E), A 
+ na"? sin (ax +57) . 1203, a |» - >! sin (ar +75) —2na" "tex 
X eos (ax +). 1204. (— 1 *[*—2(n— 1)x + (n — 1) (1 — 2). 


A 
1 ¿nin — 1) in—Ek+!)) 
1205, e? (+ dy !) A 


q 
£É=1 
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1206. 2*2”1 cos (> + 7) - 1207, eN29p1 sn x+ 2) ; 

116” 
di apor 1)" (a— bx)" (11<|2)). 
1208 CE LP (4 CATA Rp (x)). 1210, len) — 
=(— PA (— "(6 0] sh). 
1211. dy pg" E da E e ER +a] as. 


1212. A Ri. a(a—+ 6 [eos (a np — F)x 


X ch ax cos (oc 27) — sto (192) sh ax sin (bx 4 lore rx 
X [sos (19 en ax sinf bx + E 5) + sin (29 =) es $)! ' 


a b 
donde EEE q 1215, f(x) = =Ye- IP Agar 


=46 


P A 
X (0 = AY" Ci, cos | (2028) 4 7|. m6.) E y 


X sin [ep — 24419040 dE b) Nermir (o — Ey Ci, cos les — 2x4 


ib 
ac]. O ((29 —2% $19 | 
+5 c) 2 (LAA os [00 240 +7]). 
Y e ol ad LE (n arcotg x) (x 2 0). 1219 a) lane (= Y") 
(04? j 
y) 2 ín> 1). 1220, a) ním—ijar? b) frri(oy=0, far (0) = 


=(— 1) (221) (f—=0, 1, 2, ..) €) f2% (0) =0, pee y = 
=/1-3...(24—DP (£=0,1,2,..J. 1221 a) f(0)=(1)m3(m— 

emi (2e— 29,  f2R719(0)=0; bp) P(0)=0, FP (0)=m, fak+11 (0) = 
=(— 1 m(m-=13 ... (m A (kai, 2...) 1222, a) 2% (0) = 


=( 1 2 pr mar Sh. do 1): [2 (0)=0  (k=1, 2.3; 


b) [2% (0)=2 $ [4 — 112, qa 4(0)=0 (£=1, 2, ...). 1223. nl p(a). 
1228, Es (0) == (— Jy7 ad po e E mi) 


mí n— 


2 (2xym=3 ye 


1231. En(x)=(2%- (2xJ7 0 — 
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1236. Para x=0 no existe derivada finita f'(x) 1244. 4 (1, =10, 
C(1.1). 1245. Noes válida. 1246. a) 9=2 


a+ 
V era (Ax)? — x A 
3 o ! ok Áx 
9) 9 = 2 (4 30, Ax >0) €) Ely 1+%-1) 
ie dl e el y? 
Lit Ax) > 0): dr ri TN E ó 


1250. En general, no. 1261. f(x) = cy ex + +c,_¡x"7!, donde c; 

(í(=0,1,..,.n — 1) son constantes, 1268. Para — e Xx < 1 la función es 
2 

creciente; para > € x < +0% es decreciente. 1269. Para —* <x <-—] la 


función es decreciente; para — 1 Xx < Ll es creciente; para 1 <x <+o%es 
decreciente. 1270, Para e < x < —1 la función es decreciente; para - 1 < 
x < la función es creciente; para 1 [lx < + e es decreciente. 1271. Para 
0< x < 100 la función es creciente; para 100 < x < +» es decreciente, 


k 
1272. La función es creciente. 1273. En los intervalos (5, > =E 3) la 
sa z : EMO, HO KN, KA , 
función es creciente; en los intervalos (5 Sid z Y q] es decreciente 
(k=0,11,£2,...). 1274. En los intervalos a. y (Tr 
1-1, y es : 2A+1 2 2kR=+1 , 


.S a l ) 
Jn función es creciente; en los intervalos (2 arc) y 


| 
"2h +2 
po 1 Ed ) 
¡O 
2 : 
la función es decreciente; para 0< rx <im3 *s creciente; para 5 <Zi<Ú+o 


es decreciente (k=0,1,2,..). 1275. Para —w <x<0 


es decreciente. 1276, Para 0<x <n la función es creciente: para nx <Úoo 
es decreciente. 1277. Es decreciente para — e <x<-—]y0<x<l;es 
creciente para -1<x<X0y1<x<+0, 1278. La función es creciente 


TA ¡ESA ] 
en los intervalos (Fe ii E es decreciente en los intervalos 


13- 17 
(+0 74) (k=0,+1,%2,..). 1283. No. 1298. En el punto 4 


la concavidad de la curva es hacia arriba; en el punto B la concavidad es 
hacia abajo; € es un punto de inflexión, 1299. La gráfica para —-* <x<] 
tiene la concavidad hacia arriba; para 1 Xx < +0 la concavidad es hacia 


abajo; x = 1 es un punto de inflexión. 1300. Para |x| < la concavidad 


Vv3 
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. dí na 
es hacia abajo; para |x| > — la concavidad es hacia arriba; x= += 
jo; para | Ya Y 

es un punto de inflexión. 1301. Para x < 0 la concavidad es hacia abajo; 


para x >0 la concavidad es hacia arriba; x =0 es un punto de inflexión. 

1302. La concavidad es hacia arriba. 1303. Para 21 < x< Qkz+lirl 
la concavidad es hacia abajo; para (2k + 1)r<x<(2k + 2) 7 la concavi- 
dad es hacia arriba, x = km son puntos de inflexión (k = 0, + rar ES E 


— 


T 
1304. Para |x| < qu la concavidad es hacia abajo; para |x|> ¡qe la 
concavidad es hacia arriba; x= -= Vl son puntos de inflexión. 1305. Para 


lx] < 1 la concavidad es hacia arriba; para [x] > 1 la concavidad es hacia 


pix 24 pl 
abajo; x= t 1] son puntos de inflexión. 1306. Para «< tx<e + la 
- Ñ 2n+ E 
la concavidad es hacia arriba; para e E ' la 
de + | 
concavidad es hacia abajo; x=e * son puntos de inflexión (k =0, 


11,%2,..). 1307, La concavidad es hacia arriba para 0<x<+o, 


,1 , 
1309, k= 75" 1310. La concavidad es hacia abajo (para «> 0) 
5 


1318. .1319.1. 1320.2, 1321.-2.1322. 1. 
b 3 
ia 1 1 o=b , 
o: A a e o ia .— Ine. 
1823. —. 1324, 7. 1325 , 1326 7. 1827.1. 1328, LL 1328. Ino 
1330. —2 1331. 1.:1332. (5) . 1333, 7 1334. a 1335. |. 1336. 0. 1337,0. 
1338. 0, 1339.0. 1340. 0, 1343. 0, 1342. 1. 1343. 1. 1344. —]. 1345, e*. 1246. e"! 


2 2 
ES A == k 
1347, e” 1348, e71, 1349, 1. 1350, 1. 1351, 1. 1352, la q kes entero). 


L (nta —1n7b) | 1 1 
1353. e? - 1354, 7: $55 7. 1356, 0, 1357, — 7. 1358. a* (In a—!). 
€ ] ALE E a 
1359, —=7. 1860. 7. 1961 € %. 1362 |. 1368, e% . 13634 e *., 


2 
- 1354. e %*. 1365 e *. 1366. €? 


de 
12- 


3 
proa 


1 
1363.2, e% . 13633. e ?. 13634 e 


rn 


1367. = 1368. Ve. 1358,1. 0. 1369, — + 1370. 0, 1971. lg 0. 1373.1. f(0)= 


Pr 


o z Sub 3) 1374. La regla de L'Hospital no es aplicable, el límite 


es igual a cero; d) la regla de L'Hospital no es aplicable, el límite es igual a 1; 


s 
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c) aplicando formalmente la regla de L'Hospital se obtiene un resultado falso, 
igual a O, el límite no existe; d) la aplicación de la regla de I'Hospital es 


ilícita e implica un resultado falso, igual a cero; no existe limite. 1375. 5 . 
1376. 5 13(X + D+1MGa+D2(x4 19. 1377 14 2x4 2 — 2x* 4 o(a); 
A Xx (m — 1]? 

48. 1378. 14+60x + 1950x? + 0(x%). 1379. e + 0 1x3). 

1380. ¿RH eo, 1381. TAE e = Le +o( 
A ú poo pa A E 

1382. A Bm te ». 1383. TD TS . 1384. 7 

a yt a a , e 2 
=p gro e 1345. q +o0(x) 13685. ÓN A 


; 1 ] l 
1387. ¿== 55 +o(1). 1388, 14003 (x— 1P4o((:— 1). 


1389. (x — 1) +(x— Pr 1 + o0((x — 195. 1390, y=a+ E +o (13). 


1391, > IN 1392 1 nd ca am 
" E pr? ro ¿ás aitor e io ne j 


y? 


l 
1394. a) Es menor que b) no es superior a 3840: c) es menor 


IA 
ta + DI" 
que 2 + 1076; d) es menor que ;g. 1395. 1x 1<0,222 = arc 12230; 
1396. a) 3,1072;b) 3,0171;c) 1,9961; 


d) 1,64872; e) 0,309017; £) 0,18232L, g) 0,67474==arc 3839'35”, h) 0,46676= 
== arc 26%44'37%, 1) 1,12117. 1397. a) 2,718281828;-b) 0,0174524l; c) 0,9876%, 


4) 2,2365; e) 1,04139. 1398 —j5- 1399. 1400, +. 1001, 7. 1402, 5 
1403. Ina. 1404. 7 1405. 0. 1406. > 1406.1. A 1406.2. > 1406.3. 5 - 
1497. Z 1408, xt. 1409. ]. 1410 a=t: b=-— >> 1410,1, A=—7: 
B=-— ¡2 14102. A=>7, B=5: C=-3. D= 3: 111.0) 23D) y £ 
SEDE d) da 1412. a=ó: b=3. 1413. eb" donde « es la mitad del 
ángulo central del arco. 1414, Máximo y=25 para =>. 1415. No hay 


extremo. 1416. Mínimo y = 0 para x= 1]. 1417. Mínimo y =0 para x=0, si 


; á e mp” 
m es par, y no hay extremo para x => O, sin es impar; máximo Y = == 
E A 


pa . mínimo y = 0 para x = 1,sin es par, y no hay extremo 
para x = 1, sines impar. 1418. Mínimo y = 2 para x= 0. 1419. Minimo 
y =0 para x =-— 1; máximo y = 101% ¿-? = 1.234.000 parax=39. 1420. 


pará x= 
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Máximo y = 1 parax=0, sin es Impar, y no hay extremo para x =0,sines 
par. 1421, Mínimo »=0 parax=0, 1422. Máximo y=>3 Vis 0,529 para 

l Ai . 
*= y: Minimo y =0 para x= l;no hay extremo parax=0. 1423. Míni- 


mo f(x0)=0,sig (x9)>0yn es par, máximo f(x2)=0,5ip (x9)<0 yn 
es par, f (x4) no es extremo si n es impar. 1425. No. 1427. a) mínimo f(0)= 
= 0; b) mínimo f (0) =0. 1428. Mínimo f (0) =0. 1429. Para x = 1 máximo 
y 50; para x = 3 minimo y = —4. 1430, Mínimo y = 0 para x = 0; máximo 


y=1paax=21], 1431. Para x= Peer =0,23 minimo y = — 0,76; 


para x = 1] máximo y =0; para x= == 1,43 mínimo y = —0,05;pa- 


54 VT13 
6 


Tra x= 2 no hay extremo, 1432. Para x = — 1 máximo y == 2; parax= 1 mi- 
nimo y = 2, 1433. Parax=-] minimo y =— l; para x=] máximo y = 1], 


1434, Para x=Z mínimo y=—2.  1435.Parax=0 y x=2 míni- 

mo en la frontera y» = 0; pará x=] máximo »=1, 1436. Para == míni- 
dis 

mo MESE y 2 ==—0,46; para x = 1 no hay extremo. 1437. Parax =1 


máximo y = el = 0,368, 1438. Para x = + 0 máximo en la frontera y = 0; 


para x =e7? = 0,135 mínimo yla — 0,736. 1439. Para x = 1 mini- 


mo y = 0; para x = e? = 7,389 máximo y= 0541. - 1440. Para 
x=km(4=0,21,22,..) máximo y=(— DA 4 7; para e 


+t2knm(k=0, +1 + 2, ...) mínimo y=. 1441. Para x=knfk=0, 


A 
+1,£2,...) máximo = 10: para x=x (2+->) (£=0,11,22,..)míni- 


mo y = 5. 1442. Para x =1 máximo ye q 7 (22=0,439, 1443. Para 


7 —E ss 
== + 2nf (=0, +1, =2,..) mínimo y=-EZ e . 3 

: ra Hijo 
para al +2 (£=0, 1, +2,..) máximo ya e? > E 
1444. Para x = — 1 máximo y=e?*= 0,135; para x = 0 mínimo »=0 (pun- 
to anguloso); para x = 1] máximo y = 1, (punto anguloso). 


1445, 7: 32. 1446, 2; 66, 1447, 0: 132. 1448. 2; 100,01. 1449. 1,3, 1460, 0; 


dan 


E fo 
12 36, 1451,.0; 1. 1452.07 (123D)=1, 1453. Le 0,067: 1. 
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l : l : 
1454, m(1=—-<, si —o<x<—3, na si. —IZxrE 
<—1;m()=0, sí —1<x<-p00; m3=>, si malas lb; 
ME paro h., 
M M0=720 s1 | ad 1455. a) Sa > 1,77 - 10%; b) 200 
YT =1,44. 1457, ESO 4,8, 1458. q =—-L.. 1459... 1460. g(9= 
l 1 2 
= (a +bx)a— q (dar); An qn — x)h 1461. 3. 1462. Una 


raíz: (3, + 09). 1463. Una raíz: —-“<x, < —1,si A >27; tres raíces: — 99 < 
xy <—1,-1<x9 <3 y 3x3 < +A si 5 SR Z< 27; una raíz: 3IXx3<. 
teo si h<-—5, 1464. Dos raíces: =-“<x,<-=1l y 1<x,<+eo, 
1465. Una raíz: -* <xy <—1,si "*<a<-— 4; tres raíces: — “<x¡ < 
-1)-1<x2<1,1<x3<+%, si -4<0< duna raíz: << +, 
si 4L0a< +0. 1466. Una raíz:0<x, < 1, sí —*“ < k<0O, dos raices: 
<< y ¿<a <+2 o, si a no hay raíces, si ts 
e € 


2 
1467. No hay raíces, si a < 0; una raiz: e <x,<0, si O<Xa< o ; tres 


2 
raíces: —=-*<x,<0, 0<x<2 y 2<x3< +0, si Pa <Za<+e, 


1468, Dos raices, si Jal < 3 VW3/16; no hay raíces, si Ja] > 3 V3/16. 
1469. Dos raíces: 0< |x |< E y E<l|x,1| <++*, donde E = 1,2 es una 
raíz positiva de la ecuación: cth x =x,si]|x] > sh ¿ = 1,50; no hay raíces, 


pc *) Simetrí 
silk]| < sh £. 1470. a) TE b) q +70. 1471*) Simetría res- 


pecto del origen de coordenadas. Los ceros de la función son:x=0 y 
x=2+vV3 = 11,3. Minimo y =- 2 para x=-— 1; máximo y=2 para 
x = 1. Punto de inflexión x = 0, y =0. 1472, Simetría respecto del eje Oy. 
Los ceros son: x = + V1 +43 11,65, Mínimo y = 1 para x = 0; má- 


¿ Ñ l 5 
ximo y = 15 parax=>+ 1. Puntos de inflexión: 2o2h 77 == 0.5%; y=1 E 


1473. Simetría respecto del punto A (1, 2) Ceros:x=— l y x=2. Mínimo 
y=0 para x = 2; máximo y = 4 para x = 0, Punto de inflexión x=1,y=2, 


1474. Simetría respecto del eje Oy. Ceros de la función x =+ Y? 1,41. Maá- 


ximo y=2 para x= 0; mínimo y=1— %==-— 0,12 para e=iV2 PY 5 
== 12.06. Puntos de inflexión: 
=> 0,77, Yi, ¿=1,04: Xq, == EE 2,67, Ya, q == — 0,010. Asíntota y = 0. 


>) A los problemas de construcción de gráficas no siempre se dan respuestas com- 
pletas. 
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1475. Puntos de discontinuidad: x= 2 y x=3. Ceros: at: 
Fo_ 5 
Mínimo y = —(10-V96) =-—0,20 para x= da = 0,42 


po 
máximo y =-— (10+V96)=-—19,80 para 14) 24 2,38. Punto 


de inflexión x -—0,58, y =-—0/07. Asíntotas: x=2,x=3 e p»=1, 
1476. Puntos de discontinuidad: x, =-—1 y x,= 1. Cero de la función 
x = 0. No hay puntos de extremo, Punto de inflexión x = — 0,22, y =-— 0,19. 


Asíntotas:x=—1l,x=1 e y=0. 1477. Cero de la función x = 0. Punto de 
discontinuidad x = — 1, Mínimo y = 0 para x = 0; máximo. y=-95 para 
x=-4, No hay puntos de inflexión, Asíntotas: x=-—l e y=x-3, 
a 8] 
1478. Mínimo y = 0 para x =-— 1. Punto de inflexión x = — 4, y 
34 VI? + 142 
Ásintotas: x=1ley=1. 1479, Máximos y HAZ == —8,82 para 
34 Y T7 34 YT? — 142 
== + =—3,56 e y =0 para x = 0; mínimo y = 2 0,00 
¿En l 
para q AS 0.68 Punto de inflexión 2=z, Yy=— 5 Asintotas: 


=-leyx- 3. 1480. Simetría respecto del origen de coordenadas. No 
hay puntos de extremo; punto de inflexión x = 0, y =0. Asíntotas: x=-—1l, 


x=] e y =0. 1481, Minimo y=13 > para x = 5, Punto de inflexión 


2 
x=-—1,»=0.Asíntotas:x=1le)>=x>+5.1482. Minimo y=2 3 Para 


x = 2; máximo y * —3,2 para x = — 2,4; punto de inflexión x= 0, y =8. 


Asíntotas: x =—ley=x. 1483, Simetría respecto del eje Oy. Ceros «de la 
FO 
función: Pla 0,79. No hay puntos de extremo. Puntos de in- 
pe d y 
flexión: == V+== 0,71, y=-2%. Asíntotas: x = —1, x = 0, 
x=1ey=0. 1484, Campo de existencia: (€ x <+ca Ceros:x=0yx=3, 
Mínimo y = — 2 para x = 1; máximo en la frontera y = 0 para x =0. Conca- 


vidad hacia arriba. 1485, Campo de existencia: !x]< 27 =2,83. Simetría 
respecto del origen de coordenadas y de los ejes coordenados. Ceros: x =0Ú 
y x=3+2vY2. Máximo |p|=4 para x= 12, mínimo ]y]=0 para x = 0; 
mínimo de la frontera |» | =0 para x=+ 2/2, No hay puntos de inflexión. 
1485.1. Cero de la función x =2. Mínimo y=— 4/5 =-2/24 parax=-—05. 


3441 fdo 
Puntos de inflexión x1 =- qn =-1,18, y =-2,06 y x,= pS, 0,42; 
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ya ==—1,46. Asíntotas: p=-1 para x>—-“w e yp=] para x>+., 
1486. Campo de existencia: 1£xX2y3<x <+%, Ceros:x=1,x=2 


6—VY3 
3 


y x = 3. Máximo |y|= 3VB == 0,62 para x= = 1,42: mínimos 


en la frontera |y| =0 parax =1,2 y 3, 1487. Mínimo y = 0 parax= 1; 
máximo y= 2 Y 4 =1,06 para 3: punto de inflexión x = — 1 


3 


y = 0. Asíntota y=x— 1488. Simetría respecto del eje Oy. Mínimo 


A 
, 


y=—lparax=0. Concavidad hacia abajo. Asíntota y = 0. 1489. Simetría 
respecto del origen de coordenadas. Cero de la función: x = O. Mínimo 
y=—3 W6= — 2,52 para x =-—2;máximo y=Y 16  parax= 2. Punto 
de inflexión: x = 0, y = 0. Asíntota: y = 0. 1490. Simetría respecto del eje 
Oy. Mínimo y= En ==1,59 para x= +1; máximo y = 2 para x=0. Conca- 
vidad hacia abajo. 1491. Simetría respecto del origen de coordenadas. Pun- 
tos de discontinuidad: x =+1l1, Cero de la función: x=0. Minimo 


y= > 1,38 para x = Y3; máximo E para x= — Y3. Puntos 
v 


de inflexión: x1 =0, pp, =0y r.21=+%3, Ya3=+!l 7.1492, Campo de 
existencia de la función: |x| > 1]. Simetria respecto del eje Oy. Mínimo en 
la frontera y =0 para x =1t 1. Concavidad hacia abajo. Asíntotas: y=>3 para 
> +%%eg=> 5 para x +>— "2, 1493. Campo de existencia de la fun- 


= l 
ción: x > 0, Mínimo y=>5 V3 = 2,66 para =>. Concavidad hacia arriba. 


Asintotas y=r+s y x= 0. 1494. Campo de existencia: x 20 y x <-— 3. 


Cero de la función 5 a 4,30, Mínimo y = 13 para x = —4; má- 
ximo en la frontera y = ] para x = 0, Concavidad hacia arriba. Asintotas: 
y=—2 pará x +— 0%; p=— z parax>+0%%;x=-—3parax>-3-0, 


1495. Minimo y = 0 para x = 0;máximo yg=—p4==-—1,59 parax=-2. 
3 A 
21— 
Puntos de inflexión: xy = —(2 — yY3)= -—0,27, Y ds 


3 — 
5 2 
ra =-(24V13)==—3,73, y = - V a Asíntota x =-—1. 
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1496. Simetría respecto del eje Oy. La función es positiva. Máximo 
y = 13 *1,73 para x = 0, mínimo y = Y2 = 1,41 para x = + 1. Puntos de 
inflexión Xx; 2 “0,47; y ¡7 =1,14 y X34 14,58, Y34 “4,55. Asíntotas 
y=1x,. 1497. Periodo de la función: F= 271; campo fundamental 0 <x < 27, 


Vi—1 VE —1 


Ceros de la función: xy = 7. +arcsin == 1,211 y x2=2n - arcsin poa 


2 
pa Pa El is 
= 1,797. Mínimos » = 1 para da e »=-—]l paja x= Pais 
1] 1 33 
ES a para Xx a y iz = Puntos de inflexión: x, =arcsin a 0,321, 
19-4.31/33 1433 19933 
y —3— = 1,13, Xy = M— arcsto —— == 0,68n, ; Y => 
F33— 19 — 333 
Xx =nNn+arcsin ) = == 1,20n, la = 2 == 0,055; 
ll Lava 
x¿=21 —arcsin yY3-1 == 1,801, y, = PES 1498. Período de la fun- 


$ 32 


ción: 27; campo fundamental —7 < x < 7. Simetría respecto del origen de 


coordenadas. Ceros: x, =0 y x33 = +7. Minimo y = — _ 15 =-7,3 
] end 1S.¡— 
para x= — arccos a = —0,427; máximo y = An Y1S = 7,3 para x= 
1 ; A 
= arccos > = 0427, Puntos de inflexión: x,=0, y3¡=0; Xx23= 


p PE 
= XA arccos (- 7) = +08 yy=z+ > YT = + 2,54, Ya: = 57. Ya s=0. 


1499. Período de la función: T = 27; campo fundamental: "1 Xx < 7. 
Simetría respecto del origen de coordenadas. Ceros: xy =0 y x33= 17. 


a 2 3 7 
Mínimos: y = — Za Z e 09 para == ys e 2 para 
3 4 4 3 
E A T 37 
X= ==; MÁXIMOS: P=- — Parax=-— —,p=—vVW2 parax=-yx=om—. 
2 2 4 4 


— 


Puntos de inflexión : x11=0, 11 =0; x2,9=2 arcsin VE ex + 0,377, Yo = 


a 
== VÍÓ=H08l: x,, ==( 5 — arcsin Y ¿)==003m, da ==> y TU 
ASTM e ¿=0, 
1500. Período de la función: T = 27; campo fundamental [— 71, 7]. Simetría 
1-V3 >= +>0,627. 


respecto del eje Oy. Ceros de la función: xj 2 = > arccos 7 


A - 3 
Mínimos => para x =0; y==!+ para x= 37; máximos: y E pa- 
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1Mox==w+ > . Puntos de inflexión: x, , = + arccos : a Ss = +0, 18n, 
1—- V33 
Y, ¿0,03% — xy ¿== arecos 00,70, y, ¿a=— 0,44 


E noO Om 
1501. Periodo de la función: T= >: campo fundamental [-E. 5) 


Simetría respecto del eje Oy. La función es positiva. Máximo y = 1 para x= 0; 


EA 


1 
mínimo Y => para == =p - Puntos de inflexión Ha F y 


1502. Período de la función TF = 1; campo fundamental [+ 5) . Si- 
Tn 


metría respecto del eje Oy, Ceros de la función: x, = 0 y X= > Mini- 
T 
mos: y =0 parax=0ey=-— 1 para SI máximo =% para 
14 Y 129 
lb.  = 


==>x=0,l1x0, 4,420,298 1 ¿=x y atccos 


1503, Período de la función: 7 = 7; campo fundamental: 0 <x < 7. Punto 
de discontinuidad: 


ST 
t=T Ceros: x 1 =0,x27 = 7. No hay extremos, la función es creciente. 
5 n E : 
Punto de inflexión: E E. Asíntota =E 1504. Período de 


la función 7 = 2 rr, campo fundamental [- n, 1]. Simetria respecto del eje Oy, 


A E az - 
Ceros de la función 4 =t37 - Mínimo y =1 para x= 0; máximo y=- 1 


. A Tr - 
para x= 371. Puntos de inflexión: Xp = Zi Ss =0Ú, . Asíntotas x=>+= + 


y 1==53.1504.1. Periodo de la función T= 2 7; campo fundamental — 7 < 


<x <= fx. La función es impar. Mínimo y=-— E 0,58 para r=-E, 
máximo y KE 0.58 para ==. Puntos de inflexión xy = 0, 


Y1= 0x3 =**, Y23 =0. 1505. Centros de simetria (k 11, 2 k 1). Ceros 
de la función: x, =0,x733 2% 0,37, ... Máximos y=>5- 1+2kr para 


Tí E e T TU 
x= =7 4 An: minimos y=— ($ 14240) para x=-— (+4) . 


Puntos de inflexión: x =k 71, y = 21. Asintotas: x= mu (k es entero). 


2 
1506, Simetría respecto de la recta x = 1, La función es positiva. Máximo 
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y =e para x = 1. Puntos de inflexión 21. ha=We == 1,65. 


Asíntota y = 0. 1507. Simetría respecto del eje Oy. La función es positiva. 


a 2 3 
Máximo y = 1 para x=0. Puntos de inflexión: —X¿=w Vi= + 1,22, 


3 


li, 1 = E e * =>0,56, 


2 
Asiíntota y = 0. 1508. La función es positiva, Mínimo y=id para x=06, Con- 
cavidad hacia arriba. Asíntota y =x para x > ++», 1509. La función no es 


EE 1 
3 "Mary 


negativa; cero x = 0. Mínimo y = O para x = 0; máximo y== 7* ? 0,39 
2 ns -V6 
para *=>% - —. Puntos de inflexión: Xx e ES =— 0,15, y ==-0,34 y 


. 241 Fe 1,48, 9,0,30. - Asíntota p=0parax > +00, 1509,1, 


2 


La función no es negativa. Mínimo y=0 parax=kxw" (£=0,11,+2,...): Má- 


A 1 (244) e x z ce 
XxImos y=-=7 8 para TR Puntos de inflexión 


1] 
=P 4 hm, a=+ Ss (+2 02]  ——ISHO, La función es 
positiva para x >— l y es negativa para x < — 1. Mínimo y>=1parax=0. 
Concavidad hacia arriba para x > - 1 y hacia abajo para x < -— 1 1511. Si- 
metría respecto del eje Oy. La función no es negativa, cero x = 0. Mínimo 
y =0 [punto anguloso) para x = O, Concavidad hacia abajo. 1512. Campo de 


E EJ 2 
existencia de la función: x > 0. Cero de la función x=]. Máximo x= 0,74 
K 


para x=e* x= 7,39, Punto de inflexión: e" = 1d ss z == 0,70. 


Asíntotas: x = 0 cuando x >+0e p=0 cuando x ++ «o, 1513, Simetria 
respecto del origen de coordenadas. Cero x = 0. No hay puntos de extremo, 
la función es creciente, Puntos de inflexión: x=0,y=0. 1514. Simetría res- 
pecto del origen de coordenadas. Cero de la función x = 0. La función es cre- 
ciente, Concavidad hacia arriba para x > 0 y concavidad hacia abajo para 
x <0;0 (0, O) es un punto de inflexión, 1515. Campo de existencia de la fun- 
ción: | x | < 1, Simetría respecto del origen de coordenadas. La función es 
monótona creciente. Concavidad hacia arriba para x > 0 y concavidad hacia 
abajo para x < 0; punto de inflexión: x = 0,» =0., Asíntotasx=+].15]6. 
Simetría respecto del origen de coordenadas. Cero de la función: x = 0. No 
hay puntos de extremo, la función es creciente. Punto de inflexión: x = 0, 


y =0. Asíntotas: g=x-— z cuando x>—0%00a y=x +5 cuando x +» +00 
j 
1517, Cero de la función x =— 5,95. Mínimo y=>3 +4 =1,25 para 


Xx =1;máximo y===— 5 + z == 1,856 parax=-— 1, Concavidad hacia arriba 
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para x >0 y concavidad hacia abajo para x < 0; punto de inflexión x = 0, 
r 
y = 13182. Asintotas: g=3 +" cúando x >” % e y=3 cuando 


x >> 0.1518. Simetría respecto del eje Oy. La función no es negativa; cero 
x=0. Mínimo y =0 para x= 0. Concavidad hacia arriba. Asíntotas: y =— 3* - 


= l cuando x>-—" e y =3x — 1 para x >>+00, 1519. Simetría respec- 


to del ongen de coordenadas. Cero de la función x = 0. Máximo y=— $ 


ípunto anguloso) para x= l;máximo y= E (punto anguloso) para x = 1. 
Punto de inflexión x =0,y=0. Asíntota y =0. 1520. Simetría respecto del 
eje Oy. La función es no-negativa; cero x = 0, Mínimo y = 0 para x =0 (pun- 
to anguloso). Concavidad hacia abajo, Asintota y =x1. 1521. Punto de discon- 
tinuidad de la función x = 0. Cero de la función x = — 2, Mínimo 


y =4 Je = 6,59 para x = 2; máximo y= 037 para x =— 1. Punto de 


==, ye 0,13. Asíntotas: x=0e y=x+3. 1522 


Campo de existencia de la función ] x | > 1. Simetría respecto del eje oy. Má- 


loflexión x= 


ximo en la frontera y=2? = 2,67 para x = £ 1. Concavidad hacia arriba, 
Asintota y = 1. 1523. Campo de existencia de la función: x Z1 y x > 2. Pun- 
tos de intersección con los ejes de coordenadas (0, ln 2) y (1/3, 0). Máximo 
A y 10. 0.72 
Campo de existencia de la función | x |< «. Puntos de intersección con los 
ejes de coordenadas: (0, —a) y (0,67 e, 0) (aproximadamente). La función 


y = 1,12 para r- Asintotas x= 1,x=2e y=0,1524, 


, a des E A: 
es monótona creciente, Mínimo en la frontera y= =370 parax=-a 
di n : : ; 
y máximo en la frontera y= 70 parax=a. Concavidad hacia arriba. 


1525. Campo de existencia de la función: x <0y x= 5. . Minimo en 
la frontera y =0 para x = 0; máximo en la frontera y = 71 para x= 
cavidad hacia abajo para x < O y concavidad hacia arriba para x= 
tota y=z . 1526. Campo de existencia: x > 0. La función es positiva. Mí- 
nimo y= (y =r 0,692 para 1 == 0,368, ; Máximo en la frontera 
y =1 para x =+0. Concavidad hacia arriba. 1527. Campo de existencia de la 


función x >0, Mínimo en la frontera y = 0 para x =-+0; máximo y=8" ==1,44 
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para x = e. Asintota y = 1, 1528. Campo de existencia: x > — 1,x 4% 0. La 
función es positiva, Punto de discontinuidad evitable: x = 0. No hay puntos 
de extremo; la función es decreciente. Concavidad hacia arriba. Asíntotas: 
x>=-1ley=1. 1529, La función es monótona para x > 0, Mínimo en la 


frontera y = 0 perax=>7*+0, Asíntota y=e (+ 7) 1530. La función es 
positiva, Simetría respecto del eje Oy. Puntos de discontinuidad: x= +1. Mí- 


nimo y = e para x = 0; máximo == 0,15 para x = +43, Cuatro 


Ve 
puntos de inflexión, Asíntotas: x =— ] cuando x + -— 1+0;x=l cuando 
x>1-0ey=0 cuando x >“. 1531, Las funciones x e y son no-negativas; 
Xmia = 0 para 1 = — 1; Y min = 0 para £ = 1. Concavidad hacia arriba para 


1 >-— 1 y concavidad hacia abajo para ; < — 1, 1532. Puntos de intersección 
con los ejes de coordenadas: (0, 0) parar =0;(22 43 — 3,0) para t= 143 y 
(0, -2) para 1 = 2; Xmox =1€e Ymox = 2 para := 1 (punto de retroceso); 
Ymin =— 2 para 1=— 1. Concavidad hacia arriba para ¿ < 1 y concavidad ha- 
cia abajo para 1 > 1, 1533. Punto de intersección con los ejes de coordenadas: 
(9, 0) para 1=0; X max = 0 para 1= 0, X min = 4 para 1= 2; y decrece cuando 
f crece. Punto de inflexión (—0,08; 0,3) para 1 =—0,32 (aproximadamente). 
Xx 


l ei 
Asíntotas: y =0, x=— y e I=3- + . 1534. Punto de intersección 


con el eje Oy: (0, 1) para r = 0; punto de intersección con el eje Ox: (— 1, 0) 
para 1 = “o, Extremos en la frontera: Xmin = 0 € Ymox = 1 para r = 0; 
Xmex == 1 Ymin = 0 para 1=*, No hay puntos de inflexión. Asíntota 


] Ñ , , ; 
=D> Concavidad hacia arriba para | t [> ) y concavidad hacia abajo pa- 


ra | ]1<1. 1535, Las funciones x e y son positivas; X pin = 1 € Ymin = 1 para 
1 = 0 (punto de retroceso). Concavidad hacia arriba para : < 0; concavidad 
hacia abajo para t > 0, Asíntota y = 2x cuando 1 > ++“, 1536. Campo fun- 


damental: f0, 7]. Puntos de intersección con los ejes de coordenadas: (5 : o) 


, hr a Ei T a 
=--; A += iZ, =£, == .—= 

para f ¿ (o v7 para 7 (—a, 0) para f= 3 (o Y 5) 

para. ==, (7.0) para (== . FEXtremos: —Xmax = 4 € 
z a ES n r 

Y max 4 pará 12 0; Y in = — 2 para t —= 3 min  — 4 Para (==) Ymax 0 

para t=%; > Xmax = l € Ynin = -— 2 para 1 = 7. Concavidad hacia arriba 


para U< (< = ¿concavidad hacia abajo para 7 <t<a 1537. Las Sfun- 


ciones x e y son no-negativas y periódicas; el campo fundamental es 


Tí 
SEE . ExtreMoS: X min = 0 € Y ax = 1 para == Y Xmax = 1 
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€ Ymin = 0 para ¿ = 0. Concavidad hacia arriba. 1538, Campo de existencia: 


¿> 0, Simetría respecto de la recta x + y =0, Extremos: X min === ES — 0.37. 
£ 
| i 
y=-e=-—2,72 para dirá Umax =>. X= para (=e. Puntos de in- 
flexión: x,=-— CAD 0,34, E ES — 5,82 para 


¡=e “x02 y 1=V% *, y=V 1eY* para l=0e *>4,10, 


l ; y , 
Cuando [ = > cambia cl sentido de la concavidad. Asíntotas: x=0e p=0, 


1539. Las funciones x e y son periódicas, de periodo T = 27; campo funda- 
mental — 71 < 1 < 71, Simetría de la curva respecto de los ejes de coordenadas. 
La curva tiene dos ramas. Extremos: Xin = 4, y = 0 para 1 =0;X max =—2, 
y=0 para 1 = 4 7. Concavidad hacia arriba para - << 1<-—nmMy0<i< 
< 1/2; concavidad hacia abajo para — 1/2 <t<0y1r2<1<wm. 1540. Sime- 
tria respecto del eje OP; Y min = 0, x = 0 para £ = 0. Concavidad hacia abajo, 


a Eo 3al dat? 
1541. Las ecuaciones paramétricas son: x= FA: y ER XI 1Z<+0w). 
Simetría respecto de la recta y =x. Punto de intersección con los ejes de coor- 
denadas O (0, 0) (punto doble). Xmax = 4 Y 41,590 para y =aY2 = 1,2a; 


Ymax = 4 </4 para x=4 IT Asintota x + y +a=0. 1542, Simetría respecto 
del origen de coordenadas, de los ejes de coordenadas y de las bisectrices de 
los ángulos coordenados. O (0, 0) es un punto aislado. Puntos de intersección 
con los ejes de coordenadas: (+ 1, 0) y (0, 2 1), 1x |mmin = 1 para y = 0; 


+ V2 Y 
mie dd == 1,10 para 9] =Y L=0m; 1 lnin=1 para 


l z T 
x=0 Y dé para ]x|= V + 1543. Las ecua- 


e. —A 
E q, donde ta — << 


ciones paramétricas son: x= 


pe A 
<1tX+0% ), La curva tiene dos ramas, Simetria respecto de la recta x + y =0 
335 3 
Extremos: Xian = y y 2 ==1,89, y. Y d==—2,38 para 


den GE 
=—YT=—=1,26 In=—= y VE, x= YU para t=— Y 7=-0m, 
A A 
. A l 
Puntos de inflexión: x, 2,18, y, =-—4,14 para t=-- V +0+1D= 


So > 
=— 1,90; x= 4,14, yo==—2,18 para ¡=y/ La-3V5)=-053; para 


i= E la concavidad cambia de sentido. 1544, La curva consta de la recta y = 
1 


Ma 14-25 
= x y de la rama hiperbólica x=(14+ 9, y=(140 * El<it<+o)te, e) 
es un punto doble. Concavidad hacia arriba para x + y. Asíntotas: x = le 
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y = 1, 1545, Campo de existencia: | x | > in (1 + 4/2) > 0,88. Simetría res- 
pecto de los ejes de coordenadas. Mínimo en la frontera Ly ]1=0 para x= 
2 In (1 + 2). Concavidad hacia abajo para y > 0 y concavidad hacía arriba 
para y < 0. Asíntotas: y =x e y =— x. 1546. Campo de existencia de la fun- 


2 ; 
ción: 0, [p | <a, donde a: = arccos (- z). La curva es cerrada. Si- 
metría respecto del eje polar. Máximo r=a+b para p = 0; mínimo en la 


frontera r=0 parap=2 0.1547. Campo de existencia 0 =< sz ] in p< 


3 
4n Sr 
<I, FSP>3. La función r es periódica, de período ==. La curva 
es cerrada y tiene tres pétalos iguales. Ejes de simetría: = E ez 
da ] ] fi 
yo= y «El origen de coordenadas Ú (0, 0) es un punto triple. Para <p <= El 


- El . ES > Ti 
se tiene: máximo r =a para p = + y mínimo r=0 parap=0 y PE 
Tí; 


1548. Campo de existencia de la función E |< y - <p] <+ el 


e 2 hs 

periodo es a Mínimo r=a para p=0 y q=> Ea Ásintotas 
T 

P=x=z, q=rth y pre, 1549, Es una espiral, para la cual el 
6 : 2 6 


origen de coordenadas es un punto asintótico; r es monótona decreciente pa- 
f5E=] 
ra y creciente. Asintota p = 1. 1550. Campo de existencia r >) 7" 0,62. 


5-1 1 
Máximoen la fronterap = 7 paras Pa. gim Ínimo p =arecos q arc 75530 


para 7 =2, Asíntota r cos p=1] cuando r>+ 0,1551. Familia de parábolas 
con los vértices (1, a — 1) (minimos). Los puntos de intersección con los ejes 
de coordenadas son (0, a) y (14 Y 1 — a, 0) (paraa < 1). Concavidad hacía 
arriba. 1552. Una familia de hipérbolas si a 4 O y la recta y=xsic=0.Mí- 
nimosy=2 ¡al parax=]a | y máximos y =-— 2 la | parax=—Jalía 0). 
Asíntotas y = x y x=0. 1553. Una familia de elipsesi0< a < ++ ¿una fa- 
milia de hipérbolas si — <a <O;la recta y=xs<ia=0. Todas Jas curvas de 
las familias pasan por los puntos (-1,—1) y (3, 1). Para y =x se tiene: 1) má- 


. l . 
ximo y =vy1l a para x= irá sia >0;máximo y =- yl +a pa- 
! 


si — 1<a < 0; mínimos en la frontera y = 7 1 para 


12 x= ——=—=, 
Vi+a 
x=3+1 (a F0), 2) concavidad hacia abajo. Para y E x se tiene: 1) minimo 
1 
yY=-vY 1 +a para 2-2, sia > 0; mínimo y =Y/l +«u para 
Vita 
f= : y si - 1 <a <0; máximos en la frontera y =F 1 parax=7* 1; 


RESPUESTAS 


2) concavidad hacia arriba. Asintotas: y =(1+Y -axey=(1 Ya) x, 
sia< O. 1554. Una familia de curvas exponenciales, si a $ O; la recta Y == + 
sia = 0. Punto común de la familia (0, 1). Mínimos y =0 + In 20) para 


E ==> la 2a, si a > 0; y es monótona creciente si a 0. Asíntola y =>. 1555. 
Una familia de curvas que pasan por el punto O (0; 0) y que tienen una tan- 
gente común con la recta y = x. Máximo y =ae * 0,37 q parax=a, sl 
a > 0; mínimo y = ae“? para x =4a, sia < 0. Punto de inflexión x =2a, 


| 
a ó aP+ pmp a7n imtn 
= > 7a. = 0, €qE-—— 
y = 2ae 0,27a.Asíntota y = 0.1558 pajar: 1559. (me 0) a) 
Il 


1560. La base del sistema de logaritmos no tiene que ser superior a e* = 1,445. 
1561. Un cuadrado de lado yS. 1562. Los ángulos agudos del triángulo son 


o o 3/V 
iguales a 30” y 60”. 1563. La altura del bote Y =2 2h tiene que ser 
igual al diámetro de su base; el área de la superficie total P=454 mr Y”. 1564, 


2 
cos p = dl AE donde Za es el arco del segmento y 2 y es el 


arco que subtiende el lado del rectángulo. 1565. Los lados del rectángulo son 


ay? y by 2.1566.Sih > b, el perímetro P del rectángulo inscrito de base x y 
altura y tiene un máximo en la frontera para y =hk;sih< b, el perímetro P 
tiene un mínimo en la frontera para y =0;sih = b, el perímetro P es constan- 


te. 1567. = 3: hd Veo 1568. Las dimensiones del paralelepípe- 
do son: e e A 

Ya ya Y Yv5 
"R?(1+ 45) = 81 % del área de.la esfera. 1571. El volumen del cono es el 


| 


569 E 570 


2 : ] : 
doble del volumen de la esfera. 1572. 1573. .Sitga< 7 > el máxi 


9Y 3 


mo del área de la superficie total del cilindro se alcanza para y = es y 
donde r es el radio de la base del cilindro. Si tga= y , entonces, parar =R 
_——— <= 
Pe 2 ] 
se tiene un máximo en la frontera. 1574, P Y 2-1) ya. 
1575. 1; 3. 1576. Si <=: el máximo de la longitud de la cuerda 
1 
MB=“%, donde ce = Ya? - b* y el punto M tiene las coordenadas x e y, se 


al 
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alcanza para Ya Ba yt sib>—= y ,el máximo frontera de 
2 
la longitud de la cuerda MB =2 b se ERA parax=0,y=D,1577.x= y3 


H=-=>7=: 1578. El mínimo del área de la superficie se alcanza 


VA 
para r=h4= y2 > . donde r es el radio de la base del cilindro yhesgsu 


altura. 1579, =60”. 1580. El trapecio está circunscrito en la circunferencia. 
¿a / 0 ñ 
los lados laterales son: 48 =CD =0sec* 71581. 021 ] q ar 294, 


donde a es el ángulo central del sector que queda, 1582, q p=a3rccos 3 si 
00 a 7 q a lev bu|sinÉ 
arecos -—=Btretg- q=arctg, si arccos —<areta —. 1583. == 
po. poN 55 pS 55 Vuit ot 20005 $ 
E | 
1584. AAl=a| 14 V 5) + 1585, La distancia del punto Juminoso al 
] 


centro de la esfera grande esiguala x= UTA si amr—+R yz 
I+ [57] 
AER ) 
A : ABS bie 
yx=0 —51sir+R<a< r+r] 7 donde a es la distancia entre los 
, 25, A, 
centros de las esferas. 1586. Y7 » 1587. a+ yoyo. 1588. 
377 
v= 1, donde k es el coeficiente de proporcionalidad. 1589. arctg k. 


1590. Si 7 < 4 q el ángulo de inclinación de la barra se determina por la fór- 


I+4 VMFT 1288 


ón : sil >4a no hay posición de equilibrio. 


mula cos 1 = 


1591. £=—3 b23 y= (la 1592 a= e ¿=e(l—y) 


> 
el —= X. + =) . 1593, 2) El primer orden, b) el segundo; e) el segun- 


do. 1595. a) y/2, (2, 2); b) 500,000, (150, 500.000) (aproximadamente). 


A 3 
Mo ip 
1596. p (1 . 1597. (Cal donde e. es la excentrici 
á Ed 
tp? Par pa 
dad de la elipse. 1598, LEA donde e£= Late es la excen- 


l 3 
tricidad de la hipérbola. 1599. 3 2xy]3 1600. En liza cost y, donde € 
es la excentricidad de la elipse. 
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3 3 
a (2+ y) E (ar 4 ny? 
VIFM 2 e? 1 Ín 2 
1606, r + m2, 1607. 7 V2ar. 1608. 32. 1609. (7 ea 


1610. xy 680 m. 1611. La parábola semicúbica 27? p e =a (Esp L6rZ: 
La astroide (a > + (py 4 cx, donde c? =4? - p?. 1613. La astroide 


EFSD+E=w*=2a". 1614. La catenaria n=4 9, 1615. La espiral 


T 
m —_ 

logarjtmica. p = mae (s dd E=mna +4 (1—sin 1); Aras a 
donde T=i—nH. 1617. x,=— 2,602, x,=0,340; xy=2,262. 1618, x,=-— 0,724 
x=1,221. 1619. x=2,087=arc 11933". 1620. 0,824, 1621, x, =0,472: 
x,=9,999. 1622. xp=2,5062. 1623. x, =4,730; 137,853. 1624, x=-— 0,56715. 
1825, x=+ 1,199678, 1626. x,=4,493; x3=7,725; xq =10,904. 1627, x, 2,081; 
xq =5, 940, 


Capítulo HI 


Para abreviar, en las respuestas de este capítulo se ha omitido la constante 


aditiva arbitraria €. 1628. ama, 1629. 3 1250 + 
10 [ 11 3 ] 
A > a 2 == A O y 
4308 A BO, A y. 1631. x-- 
a? a. 2 _ 
—2m]|x1 1632. ala 1633. 3 x+2V pa 
4 = ; de 3 3 q. 
1634. Ex qx VB YE. 1635, 7 ( HF 
+30). 1535. . an 1637. Lys 2 y0a 1638. In] x|— 
Xx 
l l+x x—]1 
—qu- 1639. x—arcige 1640, —1+ 51m], =P 164, 2420m FT 
a + Vi] gx 
i 2 r 4 . . 
ITA arcsinx+ ln (4 Y 14:50) 1643. In a . 1644 laa + 


A 7) 1646. Lex_zery y 

+2 55 +13: E md! 53 : ió : 

1647. x — cosx + sin.x. 1648. cos x + sin x 05: 7 ¿212 — (cos x + 

+ sin x) id <xX<nm . 1649. —-x - ctgx, 1650, -x Ftgx. l65$l.achx>+ 
4 

+ ¿bshx, 1652, x — thx. 1653, x - cth x. 


1655. In|x-+a|. 1656. 25 (2x3): 1657. ce 1658. Y T=5%. 
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1659. — - 1660, — y S/T — xP. 1661, are ( V 3) y 
15 (5x — yr 
1662. Lara 1663, A arcsin (> AS : 
5" VE-x13 | V3 2)". 


1 n ”x 1 =1x 
1660, pin lx V3 + VIE — 21 1665, — (+ +3? ). 


1666. — x sin 5a — cos Óx. 1667, => ctg (2:+ 5) 


- AX Xx Xx 
1668. ES . —cdgo — —=—=!, 
668. ty >) 1689 clg y- 161. e(3 4 5) ) 
1611. F[h(2r4 1) +shi20— 1). 1672, 2h. 1673. 2h. 
1674. — VIT. 1675. Ia 1676. —LInj3 2.160. = 1. 
3 A NIE 
r ETE E 
1678, =. arctg +: 1679, A Ea . 1680, 2 arctg Vx. 1681, cos. . 
4 MO E 0 ET d 
ERA 
1682. — in A os. — aresín +, 1684. 2% —. 1685. — Ei 
* : [x] VYFI Vi! 


lares == a 
1688. ZU EE7, 1687, 2sg0xln(V[x]4 VIE) rd+o>0). 
1689. — 2arcsin Mx, 1688. e”, 160, In(24e) 1691. arctg e”, 


1692. —In(e* + Yy17 +|e7). 1693. > Ina 1694. ln [lo (tn x)]. 1695, sine, 


3 A 
1698, 1697. —In|cosx]. 1698. Injsinx|. 1699. =*/T—>sim3x. 
Veos x | e Y 
2 1 1 r 
1700. SER ESE (a? 4 5%). 17001. vn cosx + V cos2xf. 
ME E = A, 
1700.2, == aresio (Y 2 sin x). 1700.3, o V2 chx Veoh 2x). 
E ( ) v3 ( Ep 
¿4 APT ] tgx I 
-_-— te? x. 4 —— —=— ). Ss ji. 
A. — [A 1702 75 ( 57 1703... Inltg 7| 
1703, in] (+) 1705, ln] 19 . 1706. 2 arcige”, 
1102 ip (+ ma +V3S Fez). 1708 3/ dh x. 1709 — (aretg xP! 
217 y 2 2 
l 2 + (CTA e ] 
1710. TT 1m1, 3 In (lx + 7] IP? 1712. 77 .V2" 
E 
A E da a 
2Y2 4:24) 1541) 


2 == 
1115. Inf x 2 + yea) si ná—=2 —Ilxj] si n=-2. 
k 
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Ll, Ib a 1 

1716, _ In? i == 1717, Y sa (y 3 sin x). 1718. 7 arctg (tg? y), 

1719 EN Eo 1720. 214 VTF2 1721 
En m3. Pa : d qe a 

12 9 I—g, da 
ci dd 1727.11, — + LR ; 1722. —x-—2]1n | l—x!. 
1223. + (IP + In] 14) 1724. 0 E 27 m13+x|, 
3 Va + x] 

1725. xs ln(l+x). 1726. ZIn]Y£ 2In12—x*i—x 
+ In (1 + V 3 Vx +2 In] |—x 

ie 1 : do. so y 


STA MO GAFA 
+4x—in|x+1] 1729. [04 1) 15) 1730. —2+30x 2-5. 
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2108, 7 Y us +( >) aresín VE , 210 —80 


] 2 VU X DICCOS 
X arccos 2110. 211 Vx] -+(1 +) arcsín Te M7 


a PTA arccos X ES I>x En 
la Vi —x. 2112. Aa == an 3 In par 2113. xXx —30Cgx + 
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il 
+ (argr — 7) o Me 1 08 AE. E io 
2 l—x 
2118 —InVIFX + 7==/ APFV 1. 2115. A 4 
o Se 
3x , sh2x , sh4x ch! x ch bx ch dx ch 2x 
2120, inchx. 2121. x—cihx, 2122 e *— Il) +arcsín (e *%)]. 
thix—2 
2123, E Bla eg 32t (20 E 1). 2123.1. — aret 
V3 E yea Tz 
(e. z) ' a 
21232. SV arct > 21213, — 1 —In 35h x— 4chx]. 
Po ex sin bx — bsheaxcos bx 
2124. APR 
. acheaxcosbx+bshoxsin bx 1 1 1 
125; , a MN E 
2125 EFE 2126 38 eS o y arctg x 
T 2 
2127 A 1. 2128. — im A 
8 PO16— px 4Y 3 Ii 3+x 


+ arctg YE 2129, 212 3/1 +67/% —6In(5/x 4- 1020). 

2130. E (1 — x) + 7 arcsin Y x (0<x< 1). 

2131, -2YT1=%-i == “x1<m 

2132 =y 1=xV2 ( eS 2. - 842 Y IE 
E E Tal e 


] (+2) ES 22 —1 E > 
2134. q In TZ ER Y 3 arctg V3 . donde 2== o 


x NP | 
2135. aa E E 2136. L arccos in al . 
3 x 2 ey? 
2137, — E Vi=x —2arcsinx (|x|< 1). 2138. un 
A E. = 
2 
OSI met md > (M+xu q 
2% +21 ; | 
2140. — —q V =*+4 di 2+ 249—> arccos (2x — 3)(1<x<2). 
241... —x3i+ = In (4 + :139+2 arctgL. 
Y T= e ' 1 Ñ 
2142 — => MSIMEE +3 farcsin x)* 4 In | x] (0< |x]< 1) 
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288. AL VTED MAR VIA) VIE 2148. LAVA + 
ñ a 
1 r — 
E ln F=T Im SEL > 1) 2145. (Gi =— 
Al E 
AA ITA 
— n=) Vi—*x — + arcsin x— in EA (0O<i1< 1) 
X 
cos x 4 2 ¡pH 4V 2 cos dx 
2146. —_——_—_——. —— e A n—— 
y 3 (2 + sin UN qt v3 dió vz a a a di 
2149. CA AE 


Vi-Frosx 2/7 vz O 
2149, q x arctg + nr E 


O arctp EE: 


= A Y 0+b, ¿jr — 1 ES 
] pr iS 
+=) E ix >0). 252 Vi4x arctg x— nx + Y TH) 
2153. — In (cos? 14 M1 Ecos). 2154, E Hi Yi=" ES 
x? a? 'N ra 1 
(lx <D. 2155, ells rtgrd  (aretgx? + 7 m0 
A A 5 AO lA A 
SUE OA 2117 


l da VIE -x17 
4V2 YTE2L41y2 


4 7 (aresinxP? (|x| < IL 2159 7 + 5 +71 + 1%? orcc!g x. 2160,  x 


2 
7 (xl<h. 2158. FAZ VITA asesina 


yr 


(x>0) 2161, 21—e *aresinier)—Im( Lp —e%) 1x0) 2162. x— 


Xx x xy? 
— In (14 e%)—2e *arcig e* — ( arctge 3) 2163. — ent, — Intl+e*cht— 


- 2164. — 2 in (th 4 VTA ID 4 2 A ; 
2165, tg 5 2166, a 2167. AE 2163. TA 
2169, Para ab q EMMA O E 
si x=0. 211, si jx]<1 ++ 3 ene si 1] >1. 2172 pe 
IR (m- 2h b= 2 Joo — ly donde 1x)=x — [x]. 2173. Ll | lx — 


RESPUESTAS 


9 
—(—1)4) cos nx). 2174, $ si a x + le sgn x si 
[xP>1. 21758. x, si —0<x=<0; tx, si 0<x=xl,; Ap si 


2>L 2176. (0—f(). 2177. 7103) 2178. f()=2 VE 2179. >. 
2180. f()=x sí —o<x<0; ==! si 0<x<40. 


Capítulo FVY 
1 1 195,125 + 175 , 125 
EvVYTE LSa/z 10 230 
l t — o. 
b) s.= >» rá n=» Vi ¡E ie ce E 
pom sa n(2" —1) 
A a 
5 120:27  o183, spot, ELE 2184, TH y e T”. 2185.3. 
> — Y 32—1 
2 —I) 
a—1l | 9 Y 1 un pmkl— grat 
2186. a+ 2187, 1. 218B, sinx. 2189. A 2190.. mel 


2191. In 2, 2192. 0, si la[<l: baina, si [aj>l. 


2201. En general, no. 2203, No necesaia- 


mente. 2206. 11 L. 2207. 2 29208 E, 2209. 7. 2210. 1 


= a 
n 21 1 IV ab 
1, 2212 =—. 2213. ==— 2214. la —— 
A Vio" va fa" 


2215. 


: 1 
ACE 2216. a) La función subintegral — y su primitiva ln ix] 
XxX 


son discontinuas en el segmento de integración [- 1, 1]; b) Ja función 


J tgx = do 
— arctg (7%) ue desempeña el papel de primitiva, es discon- 
y2 Va AAA e 
tinua para 0<x< 27; c) la función arctg =' es discontinua para 
X 


x=0. 2217. 5. 2218. 200Y 2. AÑ 2290. In 2. 2221. +. 
ER 
9924. 2 (2/2 —1). 2295... 2296. 573 460 dé 


a 


2 
2222. 1223 ET 


0297.21. 2028, 2. 2229.14. 2280.77. 2231. 0, —sinal, sinó2 


6 . . V3 — . 
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2232 2) 22Y 1 +x% db) — 


, CH (sin x — cos x)-cos (yt sin*x). 


LL _ 
a $ mE  Vite j 


n* e 5. £ 
223% 8) lb) ic) 0 223821 A, 2235 L 237 a) od) 
l a A 1 a y? a | ; 
EA A iT—o, si a»; 
2238, a) + si a<0 > y dl 0 as li 3 > 
O E A A 
8 o E? * ] ja] 
E; ] 21 Vi 
In — A 224. =——. 
2239. 5 In 7 2240. 7, 2241. 47. 2242.21 - ) 2243: 1. 3 2 
/ nat Pin 244V2 n mi 
ZE dell —= _———— . ¿== —=, 218. —. 
2245, E" 2248. 16 * 2247, V3 , 2248 > 3 
A = 
2250. vs 2251. a) La función inversa 2 = =¿7 es biforme; b) la 


función x= -— es discontinua para 1 = 0; c) no existe una rama uniforme 


y continua de la función x > Árctg t, definida en un segmento finito 
y que tome los valores desde O hastax. 2252, No. 2283. Sí, se puede. 


2236. f(x +b)— Fix+ 0). 2260. Se - 2261. fu (aresin 2) — [ (st — arcsín bp] dt4- 
0 


E Ñ [1 (2% + aresin £) — f(x — aresin 1) ] dl. 2262, 4. 2 E, 


32 1 ] 5 2 
2264, arclg 372. 2268. 315 55 * 2269. q 3 ¿70 227. e => + 


; 6 T 29 4 > 
A + pci rado 0 e A 
2271 66 - 72 3 2273 570 2274 q Y3 
| 1 = [ n* x 
D=—a?=]. 227%. E mn. 28 =——=. 
7% ES) 16. 2122 2277, q. 22 
E 3 
2279. 5 le — Il). 2280. na In2-. 


2275, 
75 2n ( 5 : 


225 (EIN a ds 

0 AS n= 2A; 
(2%) E 

fi a mr! 510 =2k + 1.2282. Véase el N* 2281. 2283. vr [E 


a a: as — (== IP E ñ (1 dE . 
( 3 5 + “+ Tp)! 2284. 2 (ap ty 285. Véase el No 2281. 


Am de 
e pis 2 == 94 — Ika [1 +... 


x (21 (a)1 


Ea 2291. 0, si nes par; 7, 


my 1 
O A =J) 2230, 


sinesimpar. — 2292. (—1)%5. 2293, > 229. 7 sin EE, 2295. 0, 2298. 0, 
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n—1 
1 ¿10% 14] Dn a T n-1 
2297 ma [cx, +2 2 uz Fora): 2298, er Ú A 
(m— Diia— 14 
im+a— Di 
ción f (x) la derivada £  (x) puede existir como no existir.2303. ] x | + C. 


, ai 2 
2304. — arccostcosxi)+C. 2305,  x]x]— z Be z > + Cc. 2000 S e 


2299. . 12302. En los puntos de discontinuidad de la [un- 


—HMIMEDCMAD ye. 2307. 4-7 arccos(cos mx). 2308. ea bx 


12 
—U—xl-+C. 2309, — 1. 2310. 14— In7l 2311. 2. 2312. —. 2313. In a. 
2314. — nz. 2315. + 2316. a) —: 0) +: 0) +:8) —. 2317. a) La 


; 2 
segunda; b) la segunda; c) la primera. 2318... y: b) 67; c) 10; d) 5 cos q. 


Pp 
l— 


SE : 1 
2319. == hb, que es el semieje menor de la elipse. 2320, Um (094-0,), 


donde v, es la velocidad final del cuerpo. 2321. 78. 23211. 4. 2322. 


2322. a)0d= ye Vii==s eS RO A lat==, lim 6 =1. 
+ e” x xo 2 0 

2323. e 0 (1981<D. * 2324, Está comprendida ent : 

3 ? prendida entre 0 y 7 y Tm 


2325, 0,01 — 0,0050 (0<06< 1) 2326.1. a) L 


b 0 2 0 
b)F(0) ln =. 2328. ¿—(0<0< 1). 2329. 50 (]94<1). 2330, —(]11<1. 


233. LL. 2385 —1l. 2336. m. 2337 1. 238 2In2 233% ——. 
a 3 3V3 
9rT T n ] 2 
2340, a. 22 LL. 2383 Ly. fi << 234. 0. 
3V3 v2 7 A 
n a ne _(2n— YN 
2345, —1. 2246. ¡eq 287, => 2348. nl 2349, /,= Ena X 


"” 


n-> 
x E. 250. =01 Y (1 CF In (+1) donde CÉ es el 


EE k=1 


tac— 6?) 
número de combinaciones de n elementos en grupos de k elementos. 


in— dll a _(r— pl 
23581. ==" — E —_—Á 


"T y SIMESs par, y ) = NA sin esimpar. 2352 
a — 
ni! 


po “sines Lp 2353.) —h 112 


7, sines par; 1, a 3 


l= 


d) —< In2. 2354, TG. 2956, 2) 1; 0) y >: c) 0. 2357 a) 1: ») y 
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c) 1; d) HO), 2358, Esconvergente. 2359. Esconvergente. 2360. Es divergente. 


2361. Es convergente para p > 0.2362. Es convergente si p>-1yq>-1.2363. 
Es convergente, si m>-=1l,n —m >1. 2364. Es convergente para 1 <n<2, 
2365. Es convergente para 1 < n < 2. 2366. Es convergente, sim > —2. 
n —m > 1, 2367. Es convergente para n >0(a% 0), 2368, Es divergente. 
2369. Es convergente, sip < 1,9 < 1. 2370, Es convergente para n >-— ], 
2370.1. Es convergente. 2371, Es convergente, si mín (o, q)< 1, max (p, 3) > 
> 1. 2372. Es convergente. 2373. Es convergente. 2374. Es convergente, si 
p>1,q < 1. 2375, Es convergente para p > 1,q arbitrario, r <1y parap=! 


q >1,+< 1. 2376. Es convergente, si p<1(G=1,2,...,.2) » 051, 


=1 


2376,1. Es convergente para a4> — !, B>-1, 4 +f$8<-1. 2377 
Es convergente, si P, (x) no tiene raíces en el intervalo [0,+=)yn>m+ 
+ 1. 2378. Es convergente, no absolutamente. 2379. Es convergente, no ab- 


solutamente. 2380. Es absolutamente convergente, si — ] < E UU es 
condicionalmente convergente, si o > <1l. 2380.1. Es convergente, 


2380.2, Es convergente. 2381. Es absolutamente convergente, sip >-— 2, 
q > po+ 1; es condicionalmente convergente, sip >-—2,p<g<p>+l1. 
2382. Es condicionalmente convergente para 0< n < 2. 2383. Es absoluta- 
mente convergente para n > m + 1; es condicionalmente convergente para 
m<n<m>+ 1.2385, No. 


2392. In 2393. (. 2394. 1.2393. 0. 2397. % 2398. 4. 2399.4.. 2490. 9, 


3 7 2 
—8,1 1ge2=6,38, 26001. 2 =0,56. 24002 L4+-L=097. 240. E, 
á a 2% E 2 
2402. 1a?. 2403. ab. 2404, E 2405. $8 VE p?. 2406 2. 2407. 916". 
3 15 '" MAC—E? : 
mo* 2n I xr 
2408, 2 2409, TG. 2410, pol 0546, 2411. (3H 2 (8r 2) 
2442, x=chS, y=shS, 2413, Ja”. 2414, E: 2415. E (4n* 4-31). 2416, bre. 
da A 7 16 3xa? an 
a e . “ CEA - 2 EA 
2007 E-E. 2arta. no (A 9) 2418, a. 2019. E. 220. 22. 
1 E ? 2 
2821. CFR 4 VD. 2422. TE. 2422. Mm, 24222. -. 2423. YE. 
(1 -— e)? 
24246 (11024). 2001. 2. 2002 2. 2203 4 2424.41 X 
Z Y 3 3 se 218 - 


7 f 2 paa : 
x(145). 2425, 1 (1) 2826. a M2 VD 2 
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de na? B E O ETA 
2429, qe. 2439. Y 7 . 2431, 57 010 V10— 1. 2432 2Y x, (1+5)+ 
VA E 
+p In = : 
Vi 
2 


2232. Via 2488 1 -VIpV ie — 


ds 
PEA 2425. EL. 2035, om El o, 2431. In te (4+2 
I+4Yy2 4 ab 1.7 
a E US E 4 (0% —b”) 
2438. aln-. 2439. (143 E ). 2440. 6a. 24. —=¿—. 
2442. ¡4 04D 2443. 8a. 2444 na. 2445, 2(en px 
y 7 2 
yn VTA LA VAT dl 
xVeaT—1)—Y7 In 7 24451 5 (eh*27 — 1) 


14 y2 
2446. 20 VPF 45 In (2n + VIF45. 2447. AA 2448, Ea. 


2449, PIVZ +ind+ VD) 2450. E. 2451. a (031 — th a). 2452, 243 In 3. 
25 
5Y 3 
251 Epa BA 20 0) 2458. 7 ICA+O BRA 20) 0) 


SH. 2482. ae 2463. q nabo, 2454. == 2465, Da, 


E 
2 
1] 
2456. 5 a (n—3) 2461.35 20 Ya, 2463. > 2469. = 2470. “Pe 
E ib 


8x a. S 5 
sabi, 2473. 8) q by. 24M a) =7; b) 21%. 2415. a) qq nad”, 


24521. b3- 24522, shR, 24523, T. 2455. ==0,73, 2458. e (a =p e). 


2459. 


24. 


me. : 8na* I 
7 b) 2. 2477. 2ntatb. 2479. a 2479. sa”: 


32 
Em 3d. 2,13 z 
2490. a) 5x%a* Dd) Eta? c) 7n%a?, 2481. a) 105 rrab*, .b) = 
64 64 


8 3 ans na? 2 MA 
=> 51 “i6r 2483. 2) 7 xa b) Sra, 2009.) E | y 2In(1+V 5-+| : 


2 net. 24811, Y,= 


21.35 
oy E. -2884.1. ] q 0 a. 24902. 2m 285 5%, 
4 3 2yY 2 


Ñ 
2486. ee (uynimtr2) E o 


cd IES TA 2480, [ V3—VYD+In (VEROS JA y ) . 
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2489. a) = [(2x, + OVER —oP hb) + E +4) VE E 
— 9 In E] . 2490. a) 20b* 4 Omtab UE b) Za! + == Xx 
X ln É (14 o) ¿donde ¿= EE es la excentricidad de la elipse, 249%. 4105. 
2492, Pre, -2493, a) sa (20 +e 27); b) ¿na (ao sh a ch) . 
2494. ¿na?. 2495, a) Z ar b) IET ¿) 2 dat, 2498, Z a (3 V2-— 1). 


2497. 2 os. 2498. 8) 2n0*(2— Y 2); db) 2nat Y 2 c) tra”, 2499, o 
9 1284 10 


X14V3 + 17100204 YB) =1,013. 2500, V==3p, P=MpP 04 y A+ 


=S z 2 
+in(+4F 2D) 2501. Mm 2%, M= 1%. 25011. IV I4s io 1+ 13). 


2 
2502, me; M=—. 25021. == a”, La a, ra Va AS ' 
2503, mn. mur=30? 2504, m==2, MZ Ph, 25044. ¡=2MR. 
2507. x, = ns, 4) ==0, 2508. (a 22) 2500. (SE 3%) . 2510. (o 3 ) . 
2511. p,=p—a, donde a= arta: iS EX Espiral logarítmica. 


= 2 dd NT AMAT APRA 25 = e 
iy A 5 == 0, 1 24. 19. xy = 104, Y => 0, 


2 
2514. x= 4, yy=0, 25t5,(o, 0, 7) 2516, 75 kg. 2517. An=m8 5 + 


donde KR es el radio de la Tierra; 4..= mgR. 2518. 0,5 Kgm. 2519. 1740 Kegm, 


2520. 7 a'. 2521, 708 ñ 2522, Tp TA 2523. g ab0tR”, 2524, 


Las proyecciones de la fuerza de atracción sobre los ejes de coordenadas son: 


2kmp, 


a donde k es la constante de gravitación. 


X=0, Y =- 


2525, 2atmó, (1 rl donde X es la constante de gravitación. 
a* e p? 


2526. Aproximadamente, 3 horas. 2527. La vasija tiene que estar limitada 
por una superficie tomada por Ja rotación de la curva y =Cx* en torno del eje 
t 


EN 1 
vertical Oy. 2528, Q=Q,:2 ***_ 2529, 99,920%. 2530. a , 


En las respuestas referentes al cálculo aproximado de las integrales defini- 
das se dan los valores de las tablas. 
2531. — 6,2832, — 2532, 0,69315. 2533. (0,83566, "25H. 1,4675, 
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2535, 17,333. 2536. 5,4024, 2537. 1,37039, 2538, 0,2288. 2539. 0,915966, 
2540. 3,14159. 2541. 1,453. 2542. 0,3179. 2543, 0,8862, 2544, 51,04, 


2545, 


Capítulo Y 
0588 2 2507 2. 20568, 3. 2549. 1. 2550. —, 2851. a — PM; 
3 2 y |— 2g cosa + q* 
— e ye 
b) Az. AN 2552, 1-VZ. 2553. Es convergente solamente para 
¡— 2q 050 + q . : 


x=kx5(kes entero). 2556, Es divergente. 2557. Es divergente. 2558. Es con- 
vergente. 2559. Es divergente. 2560. Es divergente. 2561. Es divergente. 2562 
Es convergente. 2563, Es convergente. 2564, Es divergente, 2566. Puede ser 
tanto convergente como divergente. 2567. a) Puede ser tanto convergente co- 
mo divergente; b) es divergente. 2578. Es convergente. 2579. Es convergente. 
2580. Es convergente. 2581. a) Es convergente; b) es divergente. 2582. Es 
convergente. 2583. Es convergente. 2584. Es convergente. 2585. Es conver- 
gente. 2585.1. Es convergente. 2585.2. Es convergente para cualesquiera Q y 
x. 2586. Es convergente. 2587. Es divergente. 2588, Es divergente. 2589. Es 
convergente. 2589.1. Es convergente. 25892. Es convergente. 2590, Es con- 
vergente. 2591.2.n > 13. 2595. Es convergente. 2596. Es convergente. 2597. 
Es convergente. 2597.1. Es convergente. 2598. Es convergente para p > 2. 

b—a 

d 

2601. Es convergente. 2602. Es convergente si p + q > 1. 2603. Es conver- 


2599, Es convergente para > 1. 2600. Es convergente si Pp > >. 

gente si q > p. 2604. Es convergente si -+ q>1 2605. Es convergente 
sia (q —- p)> 1. 2607. Es convergente si q >p + 1. 2608. Es convergente si 
p > 0. 2609. Es convergente si p > 0. 2610. Es convergente si p > eN 2611. 


Es convergente si hb % 1. 2612. Es convergente sip > 1.2613, Es divergente. 
26 14. Es divergente. 2614.2. Es convergente si p + x > 1. 2616. Es conver- 


: 1 
gente si Xx + 2617. Es convergente, 2618. Es divergente. 2619, Es con- 


vergente si p > 1. 2620. Es convergente si p > 1,q es arbitrario y sip=l, 
q > 1. 2620.1. Es divergente. 2620.2. Es convergente. 2620.3. Es convergen- 


tc.2621, Es divergente. 2623. 1,20. 2626. Es convergente si «> > . 2627. 
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Es convergente si 24== $ . 2628, Es divergente. 2629. Es convergente. 2630, 


Es convergente si a > 2. 2631, Es convergente. 2632. Es convergente. 2633. 


Es convergente. 2634, Es convergente si c=0, E < — 5 2635. Es diver- 
gente. 2636. Es convergente sia + 0, 2637. Es convergente. 2638. Es diver- 
gente. 2639. Es convergente. 2640. Es convergente sia =Ybc, 2641. Es can- 


vergente si e < — 1, 2642, Es convergente sí «> 7 2643. Es convergen- 


tesi” >ec=0ysia" > 1, 2644. Es convesgente si a + 5 > 1.2645. Es 
convergente. 2646. Es convergente. 2647. Es convergente. 2648. Es divergen- 
te. 2649. Es convergente. 2650, Es convergente.2651, Es convergente. 2652. 
Es convergente si a > 2. 2653, Es convergente. 2654. Es convergente. 2655. 


2) N'> 100.000; b) N> 12: c) N> 4. 2659. Ss 2660. a 2661. ln 2. 


3 1 
2662. a) 5 ln 2; b) F In 2. 2664, Es convergente. 2665. Es convergente. 


2666. Es convergente. 2666.1. No se deduce. 2667, Es convergente. 2668. Es 
convergente. 2669. Es convergente. 2670. Es divergente. 2671, Es convergen- 
te. 2672. Es convergente. 2673. Es divergente. 2673,1. Es convergente. 2675. 
Es absolutamente convergente si p > 1; es condicionalmente convergente si 
0 <p <1. 2676, Es absolutamente convergente si p > 1; es condicionalmen- 
te convergente si 0< p < 1,2677. Es absolutamente convergente si p > 1; es 


] 
condicionalmente convergente si F <p <1, 2678. Es absolutamente con- 


] T 138 
vergente si jx—xnukx|< 7 (k es entero); es condicionalmente convergente 


: A A ' 
si x=NkA =x >» 2679. Es condicionalmente convergente para cualquier x 


que no sea igual a un número entero negativo. 2680. Es absolutamente con- 
vergente si p > 1; es condicionalmente convergente si 0 <p € 1. 2681. Es ab- 
solutamente convergente si p > 2;€s condicionalmente convergente si | <p < 
< 2, 2682. Es absolutamente convergente si p > 1; es condicionalmente con- 


1 
vergente si = < p< 1. 2683, Es condicionalmente convergente. 2684, Es 


absolutamente convergente. 2685. Es divergente. 2686. Es condicionalmente 
convergente. 2687, Es absolutamente convergente si p > 1; es condicional- 


mente convergente si + <p € 1. 2688. Es divergente. 2689. Es absoluta- 


mente convergente si p > 2; es condicionalmente convergente si 0 < p € 2. 
2690. Es convergente, 2691. Es divergente. 2692. Es absolutamente conver- 
gente sig > p + 1; es condicionalmente convergente sip g <p+ 1.2693. 
Es absolutamente convergente si p > 1,29 > 1; es condicionalmente conver- 
gente si0<p=q< 1. 2694, Es absolutamente convergente si p > 1; es con- 
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dicionalmente convergente si p = 1. 2695. Es absolutamente convergente si 
p > l;es condicionalmente convergente si p = 1. 2696, Es absolutamente con- 
vergente si p > 1,q >1l;es condicionalmente convergente si 0<p=93% 1. 
2698.a)p > 1;b)0<p< ll, 2698.1. a) Es convergente; b) es convergente; 
c) es convergente, 2699. 0 a>p+ibp<g=p+t 1.2700. Es absoluta- 
mente convergente si m > 0; es condicionalmente convergente si -1<m< 
< 0. 2703.1.2)=» > 1.000.000; b)n > 1,32 + 101%, 2706. a) Es divergente; 


3 
b) puede ser tanto convergente como divergente. 2707. E 2708. q 


2709, uña 2710, 2. 226.Es absolutamente convergente si |x( > ! 2717. 


7 1 


Es absolutamente convergente si x > 0; es condicionalmente convergente sí 
¡ 1 . 
x =0, 2718. Es absolutamente convergente si X> —Tx3 ysix < - 1.2719. 


Es absolutamente convergente si |x| 4 1 y es condicionalmente convergente 


VIi7—3 1 


six=-— 1.2720. Es absolutamente convergente para -— —_— Li > 


a 
Ens 2721. Es 


y para ¿rc absolutamente convergente para 


lx— ne |< he (R=0, +1 =2,,..). 2722. Es absolutamente convergente 


sip>riyx*k(k=-—1,-2,...) y es condicionalmente convergente si0< 
<p€l1x%kK. 2723, Es absolutamente convergente si q >p + l yes con- 
dicionalmente convergente si p <q <p +1. 2724. Es absolutamente. conver- 
gente para |x |< 1.2725. Es absolutamente convergente para |x [< 1. 2726. 
Es absolutamente convergente para |x | * 1. 2727. Es absolutamente conver- 
gente para x * — 1. 2723. Es absolutamente convergente para x > 0. 2729, 
Es absolutamente convergente para 0<|x]|<+osila > l;es divergente 
silal| <1losix=0. 2730. Es absolutamente convergente para x = 2 y para 
x > e. 2731. Es absolutamente convergente para x > 1. 2732. Es convergente 
si 0 < min (x, y) < 1, 2733. Es absolutamente convergente para |x |< 1, 
0O<y<+o%0yparalx|>1,y >!x] es condicionalmente convergente para 
x=-—1,0<y<l. 2734, Es absolutamente convergente para max (lx |, 
y 1)< 1. 2735. Es absolutamente convergente para: 1)0<x < 1, -“< 
<yI+o;2)x=1,y >1y3)x>1l,y>2. 2736. Es absolutamente con- 


yergente para Jx—Áx]|< z ; donde k es un número entero. 2738. 
l Ex(x* — 1) 
q lx]< 2 E TA 2739. a) Es absolutamente convergente 


para x > 0, es condicionalmente convergente para - 1 <x < 0; b) es absolu- 
tamente convergente parap+x >] y parax=0,1,2,..., es condicionalmen- 
te convergente para 0 < p + x < l;c) es absolutamente convergente para: 


1) |x 1< 1, y es arbitrario; 2) x==1l. > 5.:3)x es arbitrario, y =0, 


] ] 
1, 2, ...; es condicionalmente convergente parax=1, — y <y< z* 2743. 
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para e =0,001 y 7/01, Nos3m. No. 2744. n >. 2745.n>26. 


2746. a) es uniformemente convergente; b) converge no uniformemente.2747 
Converge uniformemente. 2748, Converge no uniformemente. 2749. Conver- 
ge uniformemente. 2750. Converge uniformemente. 2751. a) Converge uni- 
formemente; b) converge no” uniformemente; c) converge uniformemente. 
2752, a) Converge no uniformemente; b) converge uniformemente. 2753. 
Converge uniformemente. 2754, Converge no uniformemente. 2755. a) Con- 
verge uniformemente; b) converge no uniformemente. 2756. a) Con- 
verge no uniformemente; b) converge uniformemente. 2757. Converge 
no uniformemente. 2758, a) Converge uniformemente; b) converge no 
uniformemente. 2759, Converge uniformemente. 2760, a) Converge 
uniformemente; converge no uniformemente. 2761, Converge uniforme- 
mente. 2762. Converge uniformemente. 2763. Converge no uniformemente. 
2767, a) Converge uniformemente: b) converge no uniformemente. 2768. 
Converge uniformemente. 2768.1. Converge no uniformemente. 2769. Con- 
verge no uniformemente. 2770. Converge uniformemente. 2771. Converge 
no uniformemente. 2772. Converge uniformemente. 2773. a) Converge no 
uniformemente; b) converge uniformemente. 2775. a) Converge uniforme- 
mente; b) converge no uniformemente. 2776. Converge no uniformemente. 
2777, Converge uniformemente. 2778. Converge uniformemente. 2779. Con- 
verge uniformemente. 2780, Converge uniformemente. 2781. Converge uni- 
formemente. 2782. Converge uniformemente. 2783, Puede. 2785. No nece- 
sanamente. 2795. a) Existe y es continua para |x |< 1; b) existe y es con- 
tinua para [x |< +0; €) existe para |x |< +0 es discontinua para x =0, 
2799, a) Existe y es derivable parax + - k(k= 1, 2,3, ...); b) existe para 
lx] < ++, es derivable en todos los puntos, a excepción de x= 0. 2802, a) 
1 


a es arbitrario; b) a < 130) 0<2. 2805. No. 2806, + ln 2.2807, 1. 808. 


1. 25808,1. = 2809. Es lícita. 2810. Si. 2812.R=1;(— 1,1) Parax= - 1] 


es absolutamente convergente si p > 1, y es condicionalmente convergente si 
0< p< 1; para x = 1 es absolutamente convergente si p > 1l,yes divergente 
as 


sp <1.2813. R=>: (—<. -+3) - Para res condicionalmen- 


te convergente; para =-5 es divergente, 28]4, R = 4; (— 4, 4). Para , 


x= +4es divergente. 2815. Rz=+ 0; (—0, + 00). 2816. R=>: 


! 1 
(+. 7): Para ==> es divergente. 2817, R = + vo; 


(— ee +0) 2818. R=2;(-1,3). Parax=-— l es absolutamente convergen- 
te si p > 2, y es condicionalmente convergente si0< p< 2; parax =3 es ab- 
solutamente convergente si p > 2, y es divergente si p < 2. 2819, R = Ze 
(-2P, 2P). Para x = —- 2P es absolutamente convergente si p > 2, y es diver- 
gente si p < 2; para x = 2P es absolutamente convergente si p > 2, y es con- 
dicionalmente convergente si 0<p<2, 2820. R=1];(- l, 1) Parax=- 1 
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es absolutamente convergente sim > 0, y es divergente sim < 0; para x= 1 
es absolutamente convergente si m > 0, y es condicionalmente convergente si 
-1<¿m<0,2821. R=min (7 5) (—R,R) Parax=-R es condi- 
cionalmente convergente sia > b, y es absolutamente convergente sia<Xob: 
para x = R es divergente sia > b y es absolutamente convergente sia <b, 
2822. R = max le, b); UR, R).Parax=2+tR es divergente. 2823. R = 1; 
(— 1, DD. Para x = + l es absolutamente convergente sia > 1, y es divergente 
sia < 1.2824. R = 1;(- 1,1) Para x = 1 1 es absolutamente convergente. 


2825. R = 1;(- 1, 1). Para x=-— l es condicionalmente convergente; para 
x= les divergente. 2826. R = 1; (—1, 1) Para x = — l es divergente; para 
x= les condicionalmente convergente. 2827. R = 1; (-1, 1). Para x=+1 


dd ] 1 | l 
es divergente. 2828. RG (+. 3) Para 1=E =p es divergen- 


33 dE: 
R=1;(-1, 1). Para x = + 1 es absolutamente convergente. 2831. R = 1; 
(1, D. Para xx = + 1 es condicionalmente convergente. 2831.1. Para 0< 
< x < 2 es absolutamente convergente; para x = 2 es condicionalmente con- 
vergente. 2831,2. Es convergente solamente para x =D. 28392.R=1;(-1,1). 
Para x = — l es absolutamente convergente si y —- + —B$ >0 y es condicional- 
mente convergente si —- 1 <y-a-f8S0;parax=1 es absolutamente con- 
vergente si y - a— 8 >0, y es divergente si y — a — f<0. 2333.x >0. 2834. 


te. 28329. R=3; (7 3) . Para si es divergente. 2830, 


lx1>>3- 2835.0<|x]<+0,2836.x>- 1.2837. [x—kx[<F, 
donde k es entero. 2839, —14+3(1+D—3(x + D+ 


O (oy 
tp (r—bi< 
A=9 


ZA e 
+ (x4 1). 2839. a) A (Ix1<lad; b) 
n—+ 


0 ” . Lo De S 

<[a—=-bH 0) - Y mw del > lap» 2840. Sep? 
n=0 Su 

ue pa4 Dn 

(0<x<2); In2, 2941. $) rn Ur < +) 2847 > Em 


[> 0] Do 
pan 
E o ls 


pa n=09 


pt 1 py? top 
(14) <+ 0). 2068, pe EI LO p<, 


n 
In e 
al 


2945. A ). 284114 DE M4 


Pro or A A +... (0<x<2, 249, (rr 00.) ([x] <D. 
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2949. sin (2-4 A) = six q hcosx— sin 00. (AI<+ 0); 


A (4[<+0). 


2850. a) (—2, 2); b) (3, 7). 28501, No. 2853, y CUL drj<tor 
gta =1 E 
214 Yi Wan *" (x1<+0). ). 285.7 Y no En a” m1 


nrn=i 


Lam] 
(lx [<-+ 00). 2854. y Xx" (lx] < 1). 2855, Nine (xi < 1). 2858, x + 


ñA=10 h=0 


A (2n — Di ] ] Dt 
O A (=7==<+3). 2857. 22mT1 (x1<0. 


aji n=0D 
Do 


l mo + 
28588. Y 1 —(—210 dd 2859. Y [+52]  (x[<1. 
n=0 


n=] 
[1] 


a] 
2860. > y [m4 E Si ] 1” (x1<D. 2861, PR ax", donde 2, 


Haz] n=0o 


e e Hip e y] (número de Fibonacci). 


Vs 2 
- ] => 
2862, ys Eran dit E a ly EA donde c,=1, si 
n=ák e =—! si n=2f11, £ =0, si n=242 óú n=2t+3 
m 
(2=0, =1, 22, ,..). f1*9 (0) 10001. 2853. A cos na (Jx |< 1. 
Nel 
00 e») 
2868. Y x"sinna (xi< 1. 2865. Viishna (xl <eci2l, 
n=p A] 
A 
[a] 5 as 
(2n + 1) O EIW+*4 040” 
2866. Y ai el < 1). 2867. $ CAE AE y 
n=) n=1 


74) 
ta 
Ixe. ze NA 


ilxi<+«) 2869. Dor AT 


2n— Il xt 

del Ih  2870, 34 o e ea 28.14 Y, irx 
jsi úl 17+1 

A 27m) (x]< 1). 2872. y y 2" (21 < 1). 2873. 2)x 4 


n—1 
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[a 2] 
m Y gim 1 
y pt AA l<xs<l) b) y PE | ií—1<x<XIH 
24 78 rl n=3 á 


lu non — o El 
A A E 


mol n= 
yl _ ey qn l 
A) e <VD: e) AED nes p2|x13 1+> 
A E . 
da St * a) para 0SXZ! y —1<x<0. E +7 


mi 


p2rn— 94 An 


e] — Gl x30+* yl = 
+ y (ral (x]1<D; iv y ES DMaoEyr (2n+2p! * np] 


n=i 
AG — y — 1) (n— 2) (13), 
Gr]<l). 2874, 8) e” prod py APA 


a a A a= hr —-2 
AMES. 1 e pr ap, AS 


Far 3l 
(n— (a — Din — 3 an — 4 ,- a 1 s 
A 0 a E 2875, Y —— e 1” 
ci O O E li 
a = 
(—2<x<0). 2876. a dxi> h. 2877. Man) 11>0). 
n==ih u=s 
ea mp_x Y" ES o is 
220.3 + Strait En (55) >=). 2883, 1=3x-330 
n=t 
1 A = my a — 1) 
==... (xl<b. 2882. 1 + Er Sá (lxl< +2.) 
a l 2 ] 
2 CO Gl=1. 
2883. y la nm 57 Y Ur mi Po fx]<+0), donde 6 
«0 
Fo 
[Jj =w, (—2i=0w etc. 2984, AE +) +7 
n=i 
r 
E nit 
BA “0 2*cos q 
il<x<lI) 2885. 1 +2 E - an (x1=1). 2886. AS ro 
n=1 n= 
AA 
m sl E 


Do 
((x1<+ 0) 2887, Y ——— a" (xido 2888, Nix 


n=) uz p 
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xt <a 2889. a e 


»p=1 


ea Se 
+7) Hari. sm.) En PPD ir ”(lx1<)) 2097 xd y a 
2 
; TRE + > (te1< 3). de x — ri (M1 5). 
2893, A 2894. E,=1 2 ox 
k=0 

rr 

rai. 2895. /(1)= DP, (9 (lx 1<1), donde Po (H=1; 
neo 

Pi arm nia in Dl 

7 É E PA MR =>) 


(olas: de Legendre). 
ra] 
2896. Y s,x”, donde sy = Y 4 2897. a) R=min(R,. RA D)R=>RR, 


n=0 k=0 
(Za) ne 
Ly a Wan! <-+ 00). 2902, x sE A pl rlrts1). 


n= 


2603, Y (—1y ae Fmirl<-+o.. 2904, re 


n=0 nm=p 


3 
2905. A E «xi < 1). 2906. + 7) ES (lx < 1). 2907. arctg x 


xi l). 2908. chx(lx]< +0) 2909. al ZIn(l—x) (x1=0D. 


| DS x x(1l— 1 
A l<x<l. A: =p 0x1 < 1). 2812. E erp (x1< 1D. 
: de 

2913. q aqi < 1. 2916 R=2 (x— 1d (y —1).< 4, 2917, x= 


Cdi 2918. R= 1; AL 2919 R=l+g<i 2920. R= 


= | 2 sin = E (x= cos aP+H(y— sino)! < 4 sin* 5 . 2921. 2,080. 2922. a) 0,87606 == 


arc 50%31"40" b) 1,99527; e) 0,60653; d) 0,2314 2923, 0,30902. 2924. 0,999548. 
2925, 0,158. 2926, 2,718282. 2927. 0,1823. 2928, 3,1416. 2929. 3,142. 
2930, 3,141592654. 2931. in 2=0,69315; In 3=1,09861. 2932, a) 0,747; b) 2,835; 
e) 1,605; d) 0,905; e) 1,057, f) 0,119, :) 0,837: hi) 0,927; 1) 8,041. j) 0,488; 


k) 0,507, 1) 0,783 2933. 3,82. 2934 484 2935 20,02 m. 2936, F- 
1 . 

— 7 cos2r cos 4x. 2937. La serie de Fourier coincide con el polino- 

mio P, (1). 
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cn e] 
4 sin(24—1)x, sr 2 a 7 


e 
2940. 2 So pre HP, 2943. y sans sia ax ce DS cos (2% + l)x 


n=1 n=1 Meir 
ta=bjr 2(a—b)y1cos(2*4 1)x TELLA 
Re UI hada Ets 


n=—i 


294. 144 y ES LE DO cos nx. 2945. E [+ Pe a 


n=i ni 


[a 1] 
¡ 19 hlsado 2 sh na » y —1y+! 
ld: pa Pm ) a sia nx 2947. sh na ( ) li 


a n—a e ni4)a* 
09 ME in 
2948, 2 sh ah A » E aia CE 2949 ate X 
] 2ah (24) (5u)* , j sn 
ne | 


— (sin AS (ax <a+20. 2950, I— ¿cose 
f f 


a. 


[ra] 
ES us 16 Y iy 
4-2 y E - cos nx. 2961. a 2952. — = y [Dex 
n=2 n= A 
[12] 
cos (2% -P1)x ano» 4 Y cos(2k+1)x 
a ES p. 2953. Eee 2954, 4% LA ] 
[42] 
2985. == ba = DS (x no es entero). 2966. 2 — 
n=1i 
00 “ on 
2 cos 21 (21 +1) x 2. 4 cos 24x 2 
ad ms 0 A 
n=0 kom 1 
pd ( 1)++1 a Es qa+1 
4 e 
44 » A os2kx, 2959. ¡+2 4 cos ns, 
2960. LV De A l- 1)" ps y EY, do sel» 
A=0 m=] 


y K 16 — ya 
O E 3 A 
2=1 Pp 


[2] 
2 
x sin (2m—1) 3 cos 84x) 2961, a) Z +4 y! EJE cos Ax (— 1 EAS A); 


no] 
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A (iaa 8 $ sin (24 +1)x 
b)2x pS sm nt — = Ra OS da 5d JE 


[ae] 
2 
— 4 y: HU E =P+4 y (y LE, 


6>*T2 8: 
mo ni 
91 y a pata 2% y iy sin mx. Ltd emy 
n=) n=] 
— Iy+ Aa da 2 
x Ye 1y" 5% a EDS DA cos nx. 2963. 20, ES 
n=| n=] 
[e] 
2 9 Os nt | => I . 
206.32. E Ata y O 13) 2965, L cm. 4 
ñA= n=| 
i m co Co 
Hon 2 Cin F cos lx, 2966. Y gr sins (q |< 1). 2967. 142 Y q” cosa 
*kx=1 n=j n= 


m [ua] 
n 
(2 1<0. 2968 A q” costx. 2989, —2 PA 2 cos Ax. 2970, — In2— 


«= Zo 
Es = 2an. =n2+ Y RBA TS 2972. 3 pea le 
2973, ne a E . 2974, cont É aros (2 at EN 


— 114441 
SS O A 


07 
2976. [(—2)=—/()[(1—x)=/(x). 2977. a) Alarm ix 


ha 
x be) ÉS a+). (0< a 7): + Hany) * 


Xin 2440) (0515). 2978. Ab, 0 (n=0, J, 2 de 
2979. Gr 1 = bom ¿=0(n=1, 2, 3, E 

2980, a) 28,=0, 5, .,=0; b) 2,¿=0, b,¿=0. 

2981. a, A, . Pn=—b,. 2982.'0, =— 2. f, =0,. 

2983. 2, a, eoabeld, sin Ah, ba =b, c0s ná — 4, sin nf. 2984. A¿=0,, 
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sin n4 sin ná 


A,=4, al B-=b, ES A A=%. A n= pot: 
B,=0(15=1, 2, ...).2986. 7. 2981. —. 2988. 2102— 1. 2989. q 290, LE 
AC 2991. Macas 2992. Á. 2993. 1. 2994, 2(1 —In9). 
Ñ m 2 4 
: : Y 
2995. %e. 2596, 3e*. 2997. 5-3, 2998. -—E 2999. $ (cos | — sin 1). 


3000, 5 In2— l). 3001, (ay? +47 _, 74... +0,) donde los coefi- 
cientes 0 (£=0, 1, ...,m) se determinan por la igualdad P(n)=0,nn (1 — Y... 
xXx 
¿(n—m+H10+40r na D.. e dos san +8, 00. ex 
x(L4 41) 0000 (0914 7)" -— —, 3004, as 
an si Vx —ch Va) j 


l 
E 


2 El sn VIT 
na + YO 


3007 2xarctgx— In(1 + x) 


X sin £. 2005. — ( 


— £0$ TT). s  r<0. 3006. In 


e 
(ri D, 2008 ogro to EZ grin. 3008 (a 41 


! 
Xx 


| NA pa 1(J— x) 
Ga l<b 3010. (1 — 7) — 1. 3011, pr I<D. 3012. e 


dr< DD. 3012. (142 e" 3014, ESA 3015. e 3016. —— 


3V3 7= 
301 T HK—x . 
E 7 3018. 3 (0< x < 27). 3019. — in 0<x< 20. 


sin 


2 sin + 


3020. — tn 3021. =, si 0<x<200, si a<xcx<2r—2%e 


A a 
sin 7 


| 


lo [3 


SS 2120 << 25, 3022. E sgnz (el < mo, 3028, y ( 7) 
"non 
sinx(]r|<m. 024. 3 — |: (lx) < 10). 3025. S (1 + cos x) — 


—sín x In (2cos PF) der, 3026. SA cos (sinx) (|x| < +00), 3027. x— in, 


y==jn (i, j=0.+1,%2,...). 3028, PoresinxP.Jx]< 1). 3029 => dE 
— 


A LE sasi 2>0 e O LE io Y dx 


(4 — xy? e ll E 
si x<Z O. 3030, —; 3031... 3032, 2) 3 — 0); 1 . 2) 


RESPUESTAS 


(42) 
x ”i2n — 19M I ae 
DE 20. 1. 3035, 14 AS A 


R=1 


a 1 z 1 


3047 : 3038. 2%. 3039 300. E. 301 Fa 
" zo nip+ ng) 3 6 ' de " 
1 


n= 


as Lo 
_Af; (2a = MY o 0 E pan ) 
=7 HE | (201) | úl ? subió EMm=>341 z | (201 ] 2n—1f- 


n=1 


f1y 1.3 YE* add 
3043. 2na |] — 3) (5 E donde € es la excentricidad de 


3048, ln(l pe) si jal<i y pin (1+ 2) si jal>1. 
2 
3049. 0sila[<1 y mina? sila[>1.3050.2: 107. 3061. L. 3062, 


2. 3063. >. 3064, a". 3065, a) No; b) si; c) si; d) si. 3066. Diverge ha- 


cia cero. 3067. Es convergente. 3088. Es convergente si p > 1. 3069, Diverge 
hacia cero. 3070. Es convergente para cualquier p. 3071. Es convergente si 


p E 
a, = q. 3072. Es convergente si ds a, =. 2 6; 3073, Diverge hacia cero. 
í=1 Í2=1] 
3074. Es convergente. 3075. Es convergente. 3076. Es convergente. 3077, Es 
convergente para cualquier x. 3078, Es convergente para cualquier x. 3079, 
Es convergente para | x | < 1.-3080. Es convergente para |]x1< 2.3081. Es 
convergente para | x | >e. 3082. Es convergente para cualquier x. 3083. Es 


: : 
convergente parajx]< Í, p y q arbitrarios, y para x===Í, p 2d. q> 7 


3084, Es convergente para cualesquiera x y p. 3085. Es divergente. 3088. Es 
condicionalmente convergente. 3089. Es divergente. 3090. Es absolutamente 


- e 1 
convergente si p > l; es condicionalmente convergente si pl <pr=<1. 3091, 


Es divergente. 3092. Es divergente. 3093. Es divergente. 3094. Es 
condicionalmente convergente. 3095. Es condicionalmente convergen- 
te. 3096. Es divergente. 3097. Es absolutamente convergente si a>]); 


es condicionalmente convergente si > <a= L 


SL) 


oo 
308 F=F*Y TFRO' ViAEI<+ o Iti<e, 


n= 


lr] 
(a=1, 2, ...) donde Y <p om. 3111, 157,970-+0.0,0004 (0<8< 1). 


n=1 


RESPUESTAS 


3112 1089.7,7.( l+ 05) (0/<1). 3113. 0,0798. 1+ 500) 0 <D). 3114, 10% 


+ 
x 1.378 « (14 395) (US 1). 3115, 108. 4,782 + (14 55) (81 <1. 
3116, 0,124-( 1 og) 001 <1). 3117. 0,356-( 1-4 gg) (910. 3118, (21— H= 
h $ 


e on ta = 
=V2(2ny e 121 ¿19,/<1). 3119. 2 11. 3120. a) l; b) e; 
Y nn 
e : 59 ] 5 
dz: d l. 3121. id A VÍ PX — 1) =3,43; 
PL) =— 18% P,(6) 2843. 3122 y=p4+ y (Mm xx) 


A ME 42 (xx, 3123 y =0,808 + 0,193x — 0,00101x%. 3126. sinx" = 


5x 0 AN E das 

288 (55) | sin 20% => 0,341; sin 40% = 0,645; sin 80% = 0,994. 
3125. 2095 (12 — 4) 3126. > 
x(l—í 


at BL0=x Ba =p HL, 
ant =(1-+) (a Js € -2) A 


n 
5 
e — pat 
A O a E 
F=0 : 


31729, Bn (=> (1-3 Ie 3130. Bum= (5) x 


sl fl 
xs [ESSE 131, 8,9 =e0 [140% 1) E7 JN 
donde i=b—a. 


l ri > O Ti 2% 118 
3132 Bat) =$ [(0os +0 ana) + (cs hi Eonz)]. 


E 3 
2 E 8 a—k cos (2k — l) y 
A A , e e COS an — 14H 
donde i 3135. 0.2.1 (4) 7 y Ez ¡RE=TF 


SEGUNDA PARTE 


Capítulo YI 


3136. El semiplano y > 0. 3137.|x1<1;ly1>1.3138.7 + y? < 1. 
3139. La parte exterior del círculo x? + y? > 1. 3140. El anillo 1 < x? + 
+ y? < 4, 3141. La lúnula x <x? + y? < 2x 3142.15 +y<1. 
3143. El semiplano x + y < 0. 3144. El par de ángulos opuestos | y | <1x| 
(x +0). 3145, El par de ángulos opuestos obtusos, limitados por las rectas 
yodo == 2x, incluyendo la frontera sin el vértice común 0(0, 0), 
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3146. El triángulo rectilineo, limitado por las parábolas y? = x, yoox 
y la recta y = 2, excluyendo el vértice 0(0, 0). 3147. La familia de anillos 
concéntricos 27k <1* +19 £7(Qk+ 1) (K=0,1, 2, ...). 3148. La parte 
exterior del cono x? + y? — 2? =0, incluyendo la frontera excepto el vér- 
tice. 3149, El conjunto de cuatro octantes del espacio. 3150. La parte interior 
del hiperboloide de dos hojas x? + y? - 2? =-—], 3151, Rectas paralelas. 
3152, Cicunferencias concéntricas. 3153, La familia de hipérbolas equiláteras 
con las asíntotas comunes y = +x, 3154, Rectas paralelas. 3155. Un haz de 
rectas con el vertice en cl origen de coordenadas, a excepción del vértice. 
3156. Una familia de elipses semejantes. 3157. Un conjunto de hipérbolas 
equiláteras, que se aproximan asintóticamente a los ejes de coordenadas y 
están situadas en el 1 y III cuadrantes. 3158. Una familia de líneas poligo- 
nales de dos lados, cuyos vértices están situados en el eje Oy, 3159. El 1 y HI 
cuadrantes para z = 0; una familia de poliganales de dos lados, cuyos vértices 
están situados en la recta x + y» =0, y con los lados paralelos a Jos ejes de 
coordenadas, para z > 0, 3159,1. Las curvas de nivel son los lados de los 
ángulos paralelos a las direcciones positivas de los ejes de coordenadas Ox 
y Oy, y can los vértices en la recta y = x, 3159.2, La familia de los contornos 
de los cuadrados con el centro común 0(0, 0), cuyos lados son paralelos a 
los ejes de coordenadas Ox y Oy para z > 0;el punto 0(0, 0) para 27 =0, 
3159.3, Rectas paralelas al eje Ox, si 2 < 0; los lados de los ángulos, para- 
lelos al eje de coordenadas Ox y al semieje positivo Oy, con los vértices en 
la parábola y = x*, si z > 0; el semieje positivo Oy, si z = 0. 3160. Un haz 
de circunferencias que pasan por el origen de coordenadas (sin incluir este 


origen) y que son ortogonales al eje Ox. 3161. Las curvas y = 7 3162, Las 
In x 


C+x ña 
CUIvVas y = —. 3163, Una familia de circunferencias con los centros en 


inx 
el eje Ox, que son ortogonales a la circunferencia x? + y? = 4? 3164. Una 
familia de circunferencias que son ortogonales al eje Oy y que pasan por los 
puntos (— a, 0), (a, 0), a excepción de estos últimos. 3165. Las rectas x = mw 
e »23n2n(m9,n=0,11,%272,...), para 2=0; el sistema de cuadrados 
ma<x<(m+ 1), n1<y<(m5+1)7, donde (-1)7+"=z paraz=-—1 
o z=1. 3166. Una familia de planos paralelos. 3167. Una familia de esferas 
concéntricas con centro en el origen de coordenadas. 3168. Una familia de 
hiperboloides de dos hojas para u < 0; una familia de hiperboloides de una 
hoja para u > 0; un cono para u=0, 3169. Una familia de cilindros elípticos, 
cuyo eje común es la recta x + p=0,2=0, 3170. Una familia de esferas 
concéntricas x2 +37 + 22 = xn (n=0,1,2,...) pará u = 0; una familia de 
capas esféricas an <Ix?d+ y + a <a nm + 1), donde (— 1)? =u, parau=-—1 
o u=1, 3171. Una superficie cilindrica con la directriz z = f (y), x =0, 
cuyas generatrices son paralelas a la recta y = ax, 2 = 0, 3172, La super- 
ficie de rotación de la curva z=f(x), y=0, en torno del eje Ox. 
3173. Superficie cónica con vértice en el omgen de coordenadas y 
con la directriz: x=1, 2z=f(y) 3174. Conoide con la directriz: 
x=1, z=f(y), cuyas generatrices son paralelas al plano 0Oxp. 


3176, 10 Day. 3 VITA 38 02D 2x1 4 VU y 
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EOL M1 )=4—xe 2294 (y 3100. f(x, ae. 


3153.1, No. 3183.2, 0; no. 3184, a) 0, 1; b) =. 1;c)0,1;d4)0,1;€e) 1,0. 


3185. 0. 3186. 0, 3187. a. 3188, 0. 3189, 0. 3190, 1. 3191. e. 3192. ln 2. 
3191 a) = <= z: b) F<o<E y <<. 3194. Puntos de 

discontinuidad: x= 0, y = 0, 3195. Todos los puntos de la recta x + y=0. 
3196. 0(0, 0) es un punto de discontinuidad infinita: los puntos de la recta 
x + y=0(: %0) son de discontinuidad evitable. 3197. Los puntos situados 
en los ejes de coordenadas. 3198. El conjunto de puntos de las rectas x = mur 
e y =.nni(m,n=0,41,+t2,...). 3199. Los puntos de la circunferencia 
+ y? = 1. 3200. Los puntos de los planos coordenados: x =0,y=0, 
z =0. 3201, (2, 5, c). 3203.1. Es uniformemente continua. 3203.27. Es uni- 
formemente continua. 3203,3. Es continua, pero no uniformemente. 
3203.4. La función es continua en £, pero no uniformemente. 3212. f(x, 1)=1. 
3212.1. fx(0, 0) =0, f;(0, 0) = 0; la función no es diferenciable en el punto 
0(0, 0). 3212,2, La función no es diferenciable en el punto 0(0, 0). 
3212.3. La función es diferenciable en el punto 0 (0, 0). 


du du ou %u Pu 

13. — —4x! — ly == 2. —ñÁk 2 —= 
3213 AE 4x* —'8Bxy 7 4y* — 8x*y, ri 12x* — By, dedo 16x4, a 
du i Qu x Ou Pu l Cu 2x 

= ?* ar —= — EXA R. 55 =0,) —e =lo—, 

= 124" — 8.3214, 2 =y+4 de e > Me F 7 1 qe. 
du _1 0 2 04 Cu 2. du 6x du 

3215. ap y TA ai =0, HC e . 
y du xy 9 Bxy* Pu y(2x— y) 


MS > pa a *qa— AE “ddg (4 gay 


du x( — 2y*) du o. du 
AAA Ep es 
Pa O nd cos (ed y. Zg= cos le Ey), 
gu_, cite du ( Pu 
je= cos (x + y) — + 9, a os x + y) —xsin (x + 9). 7A= 
MA du. 2xsinx* Du _ cosxt ou 2sinx+4x*c0s 1% 
=— x sin(x-+p. 3218, = a ' a” ra de — 
Cu: _ 2xsinx* ¿Gu 2cosx? E E O EE E 
PA RÁ a AN. ent, ri 
dx dy Y df y ox Y Y dy Y y 
eu 2 E e Pu 2x Xx 4 z ye 
EA E EN ¡Set =— — sin — sect 
de de a La a | 
dy MM EA x u , Qu Pu 
a RR e > Sin — sect —, 32280 ==y1Y*! ly T— = 
7 sec > + y sin FA sec , 20 dz yal, Y nx, qn 
=Yy (y — 191471 A A TA (x > 0), 3221 uu 
, dx dy . oy? 13 . Ax 
al du _ 2y Pm | de 2y du 
AFERRA? do E A 
_2(x— y” 3222 du y du x duo Zxy 
Ar yy A A E TN 
ta ef du 2xy 3223. du 1 de 1 
dxdy (Py? a (1 ya ox 1 y e? dy re + ga" 
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Pu Lx Pu du 2y m- | 
od _— an ride 1). 3224, => , 
du xsgny du: ?2x]yl Pa _ (e e a 
o mL yt? dx? 7 (ga Ox dy (2 +y4Y ' de 
a A ]4] du Xx Pu ino 

= Tar A 0). 3225, A ol ARA" 
A. > A" 26.222 Ol; =—i(2N ¿ A= (5) » 
Ox dy” CAS El Xy 07 A y 


zx 0% 2le-l/x d'u nán x Y du ENE E 
A 5) NUS lo) den =(7) A 
Xx E 
y 


Pu 2fx1z dm Lfxyz : 
dxdy > aj nz (5) (Leto 


y dy 07 Yu Xy 
x(142m2)(2>0) 3227 =2, a ==-—£inx, 
a ao => 1 A ina) E E = Cir, 

2 r 
050 PEE, Pu — Ema 20). 3228. UE, 
24% uinx, E = iu lnxlog, =D == 14 
+ 247 In x) In x, =yull + y? ln x) In x In? y, n= 0 + ln, 
A == + y? ln y), a =y"lulax[! + zIny (1 + y Inx)] 


(x>0, 4 >0). 3239.1. ¡PA (0, 0) noexiste. —,3235, du—x"”P”) y" mydx+ nxd4), 
du mx" 7" 3yN=2 1 ln (1 1) y* dx + Zinn xy dx dy $ nin—1)x* dy*]. 3236. du = 


dx d : 
==: ti — dida di) da de LEON 
y y Vip 
— 2 da £. y? 2 dl Ax pl 
— (yax E 108 3233. du—* A 150 (de — di l— 4 ydxdy 
(53 yy Es Pedo: 


3233, — du—e%Y (y de + x dy); du 6 ly de + 241 + xy) dx dy +2 dy. 
3240, DAA: dy + (x+ y) dz, u— 2 (dxdy + dy de + de dx). 


—> — — 13 a” 
3241. quo E cu. A den = 2104 A E 


— e - z 
Aa 5 diri 4 ANDA - 3242. dx — dy, 


— 
z 2 25 


( y 
les dy) (dy + d2). 3244. 2) 14 mx + ny; db) xy c)x+y. 3245, a) 108,972; 


b) 1,055;c) 2,95; : d) 0 502; e) 0,97. 3246. La diagonal disminuirá 3 mm apro- 
ximadamente; el área disminuirá 140 cm? aproximadamente. 3247, Hay que 
disminuir 1 mm. 3249.47 10,2m*;5=13%.3250.4=7,6m.3251. £(x,1) 


oy 


y fa (x, y) no están acotadas en un entorno del punto (0,0). 30256 ¿n=24, 
USE du Pu du 
E == OA — 16. 3257, Es “dy == 0, 3258, 35 y =— 6 (cos x cos 4). 


du Pu A Pu 
= a q? 271 a = 
35% paz =0- 3260. + yo (04 Ba + xy 2"). 3261. 7 br 


564 


RESPUESTAS 


6 148fx— Fig — n A 9P+9 
=-=>2 ¡eeprom donder = Y (x— EX-E(y—nP. 3262 A pl gl 
2(— Y (mer —1)1 
3263, DI 3264, 4 od (mon)? 
+m(m—l)4+n(1— Dl. 3265, (pp) yt lobernet+. 3266. sin > 
3267. FLO) =P (0 4 3P (0) + 8P" (0). 3268, du =24 (det — 2dxidy —2dxdy* + 


dy); TA = , EE =-_ Ed == PAL IN = — ia — 
+4 a IZ» aa a 12, ¿=A 


. du -— pa 1 2 py] 3 FA 3 
A E 
=- Eg ; 32712 Pu=- (de — l5dx* di 4- 15dx* dif — de) « 
X cos x ch y — 2dxdy (3dx* — 10dx'dy* + 3dy') sinxsh y. 3273, d'u=6dx dy dz. 
324. du=2 (+ -— 7) 3275, du +9 (adx 4 bdy)". 3276. 474 = 


= Y CGXUA (Y ad, 327. du =P (xy +2) (de pdy haz]. 


k=0 
3278, Pue +Y+ (adi bdyhedz)”. 3280. a) Au=—u, Atu—=u; 
b) 4u=1, Atu=0. 3281 a) Au=0; b) Au=0. 3282. a) Au—9((— ya" + 


HU — 12H 2? — x9)), Ayu =6 (eby+z) b) 4 u= = . r=VR+ per, 
4,40. 3283. =p o a == (A+grz2+ 


2 


A 
E Ao) 
En le lo 7) Er 
los) 
E == xa AA, 
+28, +Hlyd ia 22h se Ata a = ef, 


LaS 0 xy, + xy, ES ia + x2f, + 2xy2f + F + E E xy, + 
1 E d* 27 [f7 2 , o sj 
Ha, Xy e dh yr + ef +xf,. 3286, 370 ha + 
A A ET AA 
+2) fia E Óf,> 3208. du=f (1 (dx + dy; def (1) (dx + dyY. 3289. du= 


iy ESE Ñ du =p" (1 EYES or (y dx (1 dy — y dx) 

— x 1 a á 3 y 
y dx d xdx dyy s dxi— xdyy 

329. du=f FS du—=p. CAE IdY pas Y) Pl. (y dx -X 1) > 


; ] (+ y 
329. du =P (1 dl, Pu—P (0) de + (1) dt donde dt — qa dx + 2x dy 4- xy dz 
y di—2(2dxdy + ydxd2z + xdydz). 3292 du=2f (xdr< y dy +2 dz), 
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Pu=4P dx did y dy 2d2Y +28 (de + dy det) 3293. du=af dx+ 
+ bf, dy dumatf,, det 4 2abf, dx dy +8f", dy?. 3294. du =f (de + d+ 
+; (dx — dy); Pu —= Elle dy y (del — de) e [7 (dx — dp, 
3295, du=J (yde px dy + f¡ LH y =F Ay dx + 1 dy 


ra 
“de — a a a , , o d 
+2f, SA A y cg — 9 x du) dy 


m3 
> de=f, Pre «de, Pu=fí, » (dx + d+ 
Ha: (dx + dy) dz + f7, - 3297. du—=f + (deb dy + da + 


+2, (x dx + y dy + 2d): on «(d+ dy pd + 
Háfi, > (dx Hdy pdo)(xdz + ydy + 2d2) +4 f, (x de + y dy + 2 da 


d 1 — al — ud 

+2 (d+ dy qdo. 3298, du=f, AA ú ZA 

Ez (y dx — x dyy ” (y dí — x dy) [2 dy — y dz) 
du=£, á AH a « EA 

i 2d — da)? : lo 5 == 
od LA —, + Lone —2f. > AS 3299. du— 
= (y + 2, 4 30f,) dt, A A +9, + 
+2f, + 61f.) dí”: 3300. du—=af dx bf dy + cf de du=atf,, de + 


+ if, dy He, de? + 2abf,, dx dy + Zacf,, de de $ 26cf,, dy de. 

3301. du=2f, + (xdx + ydy) + 2f, + (xdx — yady) ) +2, - (y dx + xdy); 

Cu=4f,, * (dx y dyy* plas (x dx — ydgY 4 AF, - ly dí: + xdy) + 
+8, e dt — e dy) 8, (rdx + y dy My dx + x dy) 4 

+ ef > ddr — yd (y dx + xdy) +2 - - (dx? + dy*) +2 - (de — di) + 

+4f dx dy. 3302 A (ox + Ey ez) (adrHbdyacdzy”, 3303. d"u= 


= (de 34 dy E q qe 5) HE. 1 fi donde E=ax, n=6y, ¿=ez, 


s04.  dru= [ax ( qt ta) (qe >) + 


+ de € 5 +, A+ 2)! "HE de TE 3305. Po=rM0+41 ir). 
07 dz ARE. Úz 


. - » ——— A * de =2 . 
316. ). 3919. xuyz 331. x dz Y y Xx 3132 2x qe + Y e 7 
Oz du On :/ du du 
3333. O 0. 3334 ra + Z sa 0. 3335, sb + a + 
du 0% 9% 00 0% E. 
Hess O. 3336, E dy = (. AT a TÍA 3338. e EN SR 
3339 s A A NR A 
tr =" E GAIA A 
07 . ME _ón 3 
3342, 37 =“0sasina, a) == — Da==wc; c) a=Jya=>y. 
3343. SE 3344, + Y 2(01-4 5%. 3345, 5 = cos a cos $ + cos y; 
A 
D 9 
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1 eS 
|gradu[= Y 3. 3346. |gradu [== ; Cos (grad te, y=-*, cos (grad a, y= 
f 9 
o 


e ¿A a AA 
a Cos (grad u, z)= ra donde CY a IA, uE 
3348. =3142, E A Pu 
] = eri a costa qn cos BA —— ON cos? y + 
0% du 
+22 Jos acos 040 = 20s A cos y +2 — 50d: cas P dd 3352, q = 
e IIS 4, (A 2 = 87, (x, 2 =—4fBx, Uy (x, 2) = 53 x. 


3354, > E9 (0) E pl, 3355 2 9 (0) E (9), 3858. 2 qo(9) + 09 (0) 
Pa, 10). 335 u=q(x, yoo at z). 3358. u=1+ 
Vay Lo gs - 359% 2=1+ry+p 0 2=x4+y94-0,Sx9 (x + 4). 
3162. Los ceros de la función f (x) no a M completamente un inter- 
valo (a, $) E (a, b). 3363, El conjunto de ceros de la función FG) no tiene 
que ser denso en ninguna parte del intervalo (a, b), además, cada cero £ de 
la función f(x) es simultáneamente un cero de la función g(x) y existe un 
límite finito E l8 1)1f (13). 3364. 1) Un conjunto infinito; 2) dos; 


e a) una; b) dos. 3365. 1) Un conjunto infinito; 2) cuatro: p =x; ¡YE x; 
=|xl;y =-1|x1;3) dos; 4) a) dos; b) cuatro; 5) una. 3366. ]) En ninguno; 


2 0<fxI< 1, n= Y EY, Yx=0 l=k  4%l<|x[< 


<y EY? las ramas uniformes Son: y=e Vi > +Y irnos 
(e y 1 y=e y Y La q +r-—x (11 < 


<= y ES , donde e = —1, 1. 3367. Los puntos de ramificación son: 


(— 1, 0), (0, 0), (1, 0); ye: tó e (x[<D, 


donde £(x) = —1, 1, senx y —sgn x. 
— sen x. 3368. El conjunto de valores de la función y (») tiene que tener puntos 


comunes con el conjunto de valores de la función f (x). any =-12 TY “y = 
20* E, ._2( 4) E l 
=E-=Y" TE arg” ia E E cos y" 
_ —tsiny Pin) _b lg (2 NX 
El : a loe Ap y x*(1 —Ín y) 
X(1— In9(—Iny—x(0-— Ing O AE Peras 
(1 ny” - 375, y ==; Y =0, 3378. y, (0)= 
=—l y, (0=1 337 y, (0=0 y, (0)=-V33, y, (0=V 3. 3380. y = 
A 18 q 162: ; EN 
== == — RITZ O MR y; 
a A? + 20P RS 
pee e gd E E E A E E 
E e eE” tr 2 E 7: E 
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e per 02 _ y dz £2 dz 2xy?z 
dy se 0 y” daa? e o: 
de 2gz o*z (2 Pepito eya) ió ” a E 
dy (== xyP ax oy 3" . 3385 q 7 
== l 0% dz dt clk yz dz 
Titi 1? A RS Tri: ML OS 
$ xOy Oy «yt: 1) dx 
=> xe E n= go. Ue ee Biz xuz 
Y E yl ECC AZ O AS 
Pe ete an a e — y) pes E ts y”) 
dy er TU A TO, de= TT RE EN =0. 
3308. a) —2% b)—1 33 E=_2, M1, %_ 4 
de 5 5, 7 125 * 
2390, da=— [EY a A 2xy 
1 z A a BJ E PS = + de cy 
+(£ Ea as as da Ll — ed da $ (1 — ej. 
e ato 2 1g(l — yardx Y (+ y — (1 + xy) dx dy + x(l — x2) dg*l 
pacid (l — xyy y 
8392, da == 17 4Y). 2 __ 3 lydx— xdy) e 
y(x—+ 2) , de = METEO 3393. di =dx— 
St E PECAR 


MES STE 
co A A "(de d du) — 2 dz 
u(2(x+y)— ul 


AUF Fry — 2 PLE E FO Fr)— 


MN : 
E: 


3395. =—= = — 


2 (E! HF E, + YE) Fs 


[(x— 2 +4 (y + IP 


0% AS 
Ox dy (Fi+ 22F y 
3396. E 


(E d- 22Ey dx 


al). 


gr E " a , t * ”* A s , A 
da FE, FP, ESP. EF) 24F, HF) EXE PRA HP Y Exa). 
Oz , : ANTE An i 
3398, == — (UF, E yE y git (E FS, — > EPA Fs Fr) 
ptes cda ES Fi, — 2; E 
— 2 (xF PpyF) EF] 3399. a) die =- E AE, E L (dx — dy); 
13 a ERAS 
ERFL — RE FRA PF 
b) diz =—- nt Z (y dx — x dy). 3399.1. de = 2 (Mdx— dy); 
(xF, +yry 9 
dx  y—z dy 2—x 
La ro a — a == — . 
di= 553 (2ax* 5dx dy + 2 di). 3401. A dr x—y 
dx dy Px AS e A Qu xu—+ yu 
AS A A AN 
du _ Yu—x0, Qu __xD— yu, q Xu 4 yo A 
e a Py A A 
an = d 
E a+ de 2404. du—= (sin v + x cos v) dx — (sin 4 — x ens 1) £. 
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 —(sinu — ycosu) de (sia u +ygcosu) dy Esas 
E x cos Uy cos u di 1cos y + ycosu A pe 
_ (2dxcosu—xdosinou)du _ .(2dycosu — y du sin u) du 05 
$ X COS y + y cos u x COS U.4- y COS 4 " — 


= 7 (dx+ dyh do== de dy — > (de—dy du—=d. du > (dx — dy). 


da (+7 ) a(ertgo)sl =>, a i++). 


amy Run E hutnean aora. E=Í; 
2 E PE a 
sm, AA 7= sa 10. de=0%  de= 
=> (dx — dep) 3411. GAL: RH 
412.7 = MAI ON UN 
a o): oa lacas): donde 1 = 


EA 70 0910998. 0999 000 
(A 2)- LES dudo dudw 2) du SH dudo Du 00 31€ 3] ) 
du _ 1 (5 _ 2) dp dp (5 vp op E y (2 + 


_ 0009 _ 080. e O E A mi ( (E 
1 qe 


] 
ES 
al 

a 


dy PAldwdi > dudat) do de Xdvududu dudu du) Adu de 


a a (2-22 (E)- 


S oy Pp dy yy E añ ¡—? pay 
E du a do/du du dudui du dujl du si E 


dy dp du__ Es e o ay. 
34 3415, a) 7¿= c05 Ei MT > sia — —— cos z): 
do sv  . 04. — cos U A 
q os n= e” (sin pocos) El" dy e” (sinu—cosu)+ 1” 
pa ol Li 1, BA do €4qsimo a 
— y [e (sin vu — cos 0) 4-1)" A "de 1” 
ETA pe 
EE E + TA SA 


+15 + 135) 0 + ol Al p: 


_%g a ¿=%Az A =JE h) ¡Pl am 
a du A ! 1ade, die » 0(ñ, f) D 2010 
h, d 
MES duda pe E , donde ad » A no i O e 


Ty 1d TP (vu. + d(0,w)' ? 7 d(v, w) 
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hdi, dy df e) nf, g) 


_Dib.g.h) Es 
A ds a E 
_off, £l e. y ha dy? 
E In MIL, 1 bir 0, 3432 x = 0, A. 7 — a) =0 
su. Py yo. 305 L4_ ¿24 2% _6y=0, 3435 ty=0 

: a de +2, E ty = 
ha q 

3437, er 3438. 1" od co] u=0. 9439. 7 + 
1 

Hu+yz Flu =0, o 3441, E =0. 3442. + 8a a(5) =0. 


Pu A 
$ 3 > kd A A A: 
HAZ, 1 eE (91 +03 + G=0. 3444. 4" —u a 


3445. Dil, u, 14 +bu)j=0. 3447. Fíxa" uu, 4, 1) =0. 3450. L=" 


¡s__l— sin 24 ? 2 ,1 pa rá F 
M5t. 5 TE id ASZ, rr r0Z 5% 3453, POL 
AAA E=k Pp E : TP 
$54. K . 4455, => lL 3456. == r qn): 
nr. 


] et, 
Pm PS 1 
AST. Y —xuw ) ye y z- 


uo 


3458. 12 =y(x + y), donde y es una,- 


| 


S 


función diferenciable arbitraria. 2459, ¿= Pp (7 + y). 3460. =2 T DY — 52). 


0 
30. ¿xp (2). 3482, tiem. 3469, E 92 3464. Pl, 


0%_z tua Ñ Oz 0 
3455. a ia A (Up 0 2) e + (ud 20 —2) y =0 402. 


d z m7 
(5%) +(5) 
ea yt du du du dx 
3467 Aa A O 6 m0, 2470. 5, = 
lee — 
dE ón Ox y? ax? 
x?— Lau qu? Zi+i= 
r—2 dox,0 7 du de 
=—. MN. 14 ÉL 72 Am 
Y du * du y r (2 Y 
du dv 


du TE TA dw_ o O 
3473, RT TA le +he te)j—6 3478, qn =0. 3475. rt 


e 3 2 O] 0% (1— Gecosto) 
0, 3477. y? ( 2) +u (5) e OZ 479, dy , 


ÁS En do) ==" de do 
du de 0w_ E Po) du a 
3479. dir rádr má 3420, x=? H81, =>. 3482 Ln. 
Ou 1 f0uN” I óL l Ou 
83. iz — e de E o pr 
3483. (5) +5 (5) IBA. Wu =p E Fi 3485. w= 
A Au | fd0de dudo 
== F 0 0 (a). 3488. 4 = p(x— a0+ 


RESPUESTAS 


+ y (x+af), donde y y y son funciones arbitrarias. 3489, 3 —— dis 3 EZ = 
v dl 
da ON *z dz dz 
A AN 2) + ta TN (5 .)= ' 
PELE ez 
3492. du? + dot =U1, 3491 So Sl a 8 m 1puUta =0. 1494, E a 
0% l dz *: 2 dz 
95 —z =—— 349 ”_— — —_—_—_—_—_—— — yl e 
uds 2d > dado Aa) Jj PRE AS 


_., 02 Pz lu Oz Oz Dz 

E PR Fur ud * di 25d 7 a ==wl0 a )=0 
dy Oz dz Yz : : 

Ma toos q =1 350. u—ptx+ 194 pa +4.) donde 


2 
Ar y Az son las raices de la ecuación A +-2B4 4-01 =0.3503. a) Au = = + 
; A r 


l du, bp = 2du | du J du due, du 
aL 5 mt de A qn re dr” ds ras 


3 A , Ou du du 
+ cw=0. 3505, ÁA=X sa Y arta: 3503, SE 3) + 


+0 (935) +8 (0 x)= (ga haha a): 50 + 


dez Pu. _ fu du ds 
o TS 0. 3510. q = 0. 3511, au (5) +(%) eS 


du Yi. :1[f9f ,0u l 0 du l du 
x (55) SL [5 (e a) taa (se )+ m2] 


dw , 0% du 0? w w 
sm A a) +52) =0- 3919. A e 
Fw w dw 
+GR=0 3528 ¿yy =0. 3524. rata tte 

2 : 3 
+0 (5) +(5) +3) ' 3526.x =yP(2) + p(2).3527. A(X,Y)X 


*z az X—x 
Xp 2B4X, Dir +A ne =0. 352B. 2 


—cosasin ft, 
4% il 


— —sinQsint,' Cost, 


— 2 =(x — £,) cosa tgt, + (y — yy) sin a tg £,, donde 
b. 


e 
x—l =1 2-1 
2). 3520. T=t =>; xy +24. 


Xp =0 0080 COS f,, Y =45inQcosf, 7 =asint, 3529. =+ El, y= 


1 
ex — tz =-xy (0"— 


—1_y-1_2z-3 
3391, > %5-= 5 + 2=3, 9532, c42=2 y+2=0; 
E2=0 3883 M1, 1, —1: M, eS o —77)- 3537. (gp= 


3" 9” 27 
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=Fy (os Yo) COS 0 Pf (Xo, Yo) sin. 3538. A 3539, + dy—2i- 
o5=0 Et. 3540. 3x4 dy 122= 169, y =L =>. 
5.24 le y) A E 3542, art by + 
+ 67,2 =1; a 3543. x + y —2z 0; >= 
== IM4. —— x+y—42==0; ==. 


X SEC Ap, SEC, — a 
O 
be 


x . GA 
3545, q 00S Y, COS (py + A Cos q, sin p, + sin 1 = 


ec —b = 
¡mu ISOC AD) COSES Po bz cosec py — 6 3546. x 005 Y, + y sin p, — zlga=0; 


ac aby 
ELO LOS Pe 21 — So SÍN Po 2 fciga 3541. 0x Sin Y, — 0Y COS U, + uz = 
COS Pa sin q, — teu ” 6 ETE 
e Xx — lg COS Uy Y — le, Sin Dg 200 3548 3x_ 3y A 9 
asint, — 2 C05 tt, La Do au y 
9 * 0 


cn yS 
3549, 4(0 2 2,721 2 B(=2,74,+2)C (+ 4,72,0). 3550.x == 5 ; 
p* Pe 


VI, 2=+ 


F q» donde d=V E FEF A 3551. 1 + 4y 4-62 =--21, 
3356. 4gxyg=i, z2=0; Sy P4r?=4, x—0, 3474, y—0. 


3357. 5 < 0,003. 3559, cos q=— o ñ 3563. = Xo Hg +2 
a ya Por 
1 ] d 
8) X= Y.=2, =y3 b) x= =z =-— y5 c) en la circunferencia 
x+y4z2=0, “+yio=1 3564, TN A 


2 
/Z EE 
V 2+tetz 


3566. Y |ygp?. 3567, y—+=x. 3568, if —4ax. 3559. No existe envolvente. 


2 2 t 2 
—— — Ss Lo gx* 


3370. x* +y* =1" .3571, xy | = ¿2 3572, => 3574. aj» =0 


20; 


es la envolvente (lugar geométrico de los puntos de inflexión); b) y =0 es la 
envolvente; c) y =D es el lugar geométrico de los puntos singulares (puntos de 
retroceso); d) x = 0 es el Ingar geométrico de los puntos dobles, x =a es la en- 
volvente. 3575. El toro 


(Ve FP—RSi= 37%. *sida+tysinpjz sin y — 
Vv 
— 2xy cos a cos f) — 2x2 cos a cos y — 2yz cosProsy= 1]. 3577. dla Yi 
1 
21 2 2 
5 Ya =V 7 asto, [* Y | dd 
3378. a E : ; < 
8 liz Y*+y[=0w E dió de 


SRF 358 (PL — Y = (22 3581. (o = 


sr 
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=5 +42 (x= 1-2 Yy +42. 3582, f(x, y, 2)=3((x — 194 
+iy— 19 4(2—- IF (x=) ty— 1)— (x— 1) Io (2-1) + 
“| AN Pe — 1 3 0161 3583. AF(1, —= 
Ah -—-3R+(4A?— 2hk ++ (1% + Ak). 3594. (4h y Ek, 24 pb0= 
AY E 2 MA DY ERROR Pel RF 


yk, D. 
ero A Gi E: ly—=D+4R(4+9 ab 1+%(4-)) 
(0< 0< 1), donde R,(x, y=+x dle dx+4Inx- ay) +a(£ dx+!n x- dy)x 


+ || 


x( —Ear+ Easy) 4 (Gar Ger dy)] y di=x—1, dy=y—1l. 
3586. hr Y 3587. a) (8 yr b) + 
+rxg 3588, —(ey+xe yz. 3589. Fíx y=2 Fes E y) E 
PE AN he O P= (+ 9) +, (a 9) 


E 0" (x, y) 
3591. Bey 6 y=Ak (aa + y > mbía — mt |. 


n=in= 


ió Pg a 
3592. F (y =f(, y+ Eor($ ) A” (Xx, A donde A4= na E 


mir 


3593. ll me+ ny + —— 2 IAE EE > e E 


== [y?+2”1 — | 
(x1<L Il<D. 3594, > Enri, 7% 


mini 
2,10 
E da Ss q pana 
(lx l+lg1< 1). 3595 Y YD mia TT 
m=0 n=040 


(Jri<4+ o. ly1<+) 3596. y El e 


mt n=0 


(e <+ o, 1yl<-+ 00). 3597. zz cifras 
m—0n=0 
ly|<4 0) 3598. Ns a 0x4 lyi< +). 
m=06n=0 
3599, Pl 4 y < +) 
n:i09 
3600. NE pra LE << 3601. f(x. = 
A sm E EIA ateo, 


mn=0n=0 
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[2,2] 
lg|<+0). 3603, iS WY1+— 0-1” [(—o0oXx<+—+0w, 
B=Ú 

0<y<2) 364. 2=1+12(x — 1) — (y— 1)] — [8(x — JP — 10(x — Y) (y — + 
+3(4— IYIH-.. 3605. (0, 0) es un punto aislado si a < 0; es un punto 
de retroceso si a = 0; es un punto doble si a > 0. 3606. (0, 0) es un punto 
doble. 3607. (0, 0) es un punto aislado. 3608. (0, 0) es un punto aislado. 
3609. (9, 0) es un punto doble. 3610. (0, 0) es un punto de retroceso (de 
segunda especie). 3611, (0, 0) es un punto doble. 3612. Sia< »< c, la curva 
consta de un óvalo y de una rama infinita; sia=b<c,A(2,0) es un punto 
aislado; sia b=c, B(b, 0) es un punto doble; sia =h=c, 4(a, 0) es un 
punto de retroceso. 3613, (0, 0) es un punto doble. 3614, (0, 0) es un punto 
de retroceso. 3615. (0, 0) es un punto de terminación. 3616. (0, 0) es un 
punto anguloso. 3617. x= kx (k=0,+1,+2,..)son puntos de discontinui- 
dad de 1.% especie. 3618. x =0 es un punto de discontinuidad de 2,* especie, 
3619. x = 0 es un punto doble. 3620.x=kA (K=0,11,12,...) es un punto 
de retroceso. 3621. Z y; = 0 para x= 0,» =1. 3622. No hay puntos de extre- 
mo. 3623, Minimo no estricto z = O en los puntos de la recta x —- y +10, 
3624. Zmin =— 1 para x=1,y=0. 3625. 2max = 108 para xr =2,y=3; 
mínimo no estricto z = 0 parax=0,0< y < 6; máximo no estricto z = 

perax=0,—o“<y<0yó6<Xy< +0 3626. 2min=-— | paraxz=l,y=1. 
3627. Zin = -2 parax=-1,p¡=-—1 y x2=1, 4% =l; no hay extremo 
para x =0,y =0, 3627,1. Máximo 7=0 para x= 0, y = 0; mínimo z=-— 1 . 


para x =i y mt 1; punto de ensilladura z = — ] parax=0, y y=2l y 
punto de ensilladura 2 = —. E parax=¿ m7 = 60. 3628. Mínimo z = 30 
8 E 
para x= 5, y = 2, 3629. tan = 7 Pañ ¡== 
max = 77 para === 7 3630. Zmax = Va + Rd 


bs je y 
AA AS ==, 


y= E sc< 0; no hay extremo si c= 00 +0 3631.Z max = 1 para 
x= o, y = 0. 3632, Mínimo 2 = O para x= 0, y = 0; punto de ensilladura 
2=70e" para ===, y= => 3633. Punto de ensilladura 
2=e parax=l y == 2.3634. Máximo z=e"'* 22,26: 10 parax=1, 
y =3 mínimo 2=—26:e "=.-25.8l para x= 55 y — 3. 3635 


Mínimo : =7 — 10 ln 2*-0,0685 parax=1,y=2, 


3636. 2 max => V3 para =>3 
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an IV 3 2x1t 3 
a + 3637, 2 mín = — 8 rige e ¿max == ==> para=y=>3 
3638, Punto de ensilladura 2=—!-+ y In2 + x==1,70 para x=], 
Pa ) l 
y =1,3639 Mínimo ¿=—¿=-—0,184 para x=y=w=-——>=>0,43: 
sá Ze 


- 1 
máximo t=>5 para x= — 


y 
tos estacionarios x =0, y=tlyx=t 


=*- 
= 


J 
ii : no hay extremos en los pun- 
,y = 0. 3640.)Puntos estacionarios; 
xn x E x 
pl a: Himnos E A VCR (mm) (m,n=0, 


11,£2,...). Extremo mat (+ v3)i- DP p2(— DD" simy 


n son de paridad distinta (máximo si m es impar y n es par, mínimo si m es 

par y n esimpar); no hay extremo sim y n son de igual paridad, 3641.2.m;¡,=0 

para x = 0; y =0; máximo no estrictoz=e"* parax? + y?=1. 3642. Umi, = 

=- 14 para x =- 1,p=- 2,2=3,3643, Mínimo u = — 6913 para x= 24, 

y =- 144,2 =- 1. 3644. Mínimo u=4 para 2==, y=1,2=1.3645, 
a : a ] 

nar 77 para x=y=2 == extremo no estricto u = 0 para y =0, 


A Bavt/ a 
x*0,2%0,x+2y+ 32 dc. 3646. Mínimo Um —- 15% para 


4 
a! Y T6aito =>. 5/ 160% an li 3647. Máximo u = 4 
st , = 4 + mps 2 4 5 a 
para r=y=2=>: minimo en la frontera u=0 parax=y=z2=0 y 
/ 9 nbn+2 
x=y=z2=50 3648, tn = papa) para XxX 29 == 
1 
2 e 5 ia 
A O 3649, Mínimo ae a para E=2 e, 
A= E, 1. x=). 3650, Los números 2, x,, Xz, ..., Xp db forman una 
n+1 
progresión geométrica de razón y= Vos 3151. Mínimo 1, =- 2 y 


máximo 23=6 para x=1, y=-1. 3652. 2min= —(4+2V 86) para 


=y=-(0+VY Oi2ma =2 V 6-4 parax=y=-—(3 — Y6). 3653. Mínimo 


. a dat ; 
no estricto 2= — ——_— ara xy? =—, z “« máximo no es- 
vz P +==>3 <o 
trioto =—2_ para Y += dE, 250 3654. 2mm=". 
cto =3 Vi P a” . e max — 7 para 
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tE A Vat ot ES A 

x=. Yy=3> 3055. 2emtn = REL EAS VA 
V 1 2 

y= — F = E Empr= para AS ==. 

VER [ab Va VE 


aib? ab? ab 
FEE PS VA 
3657. 2 min = Ar. Zmax = Az, donde A; y Az son las raíces de la ecuación 
(AN (C=M-8*=0yM<2.3657.1. Máximo 2=106-L para 
+ y=x4;, mínimo ¿=- 50 parax=3+2, y'=7*+ 3, 3658, Ex- 
ha (19 a 44 _ 45 
tremo z¿=1l1>+ y5 para a AL y= o 


donde £=Sgn ab 40. 3656. Zip, = 


x—_=--] 


(k=0, + 1,22, ...) (máximo si k es par, y minimo si k es impar). 3659. 


! 2 2 A l 
Uan =— 3 para x= a g=3. A E Uma =3 Para lo Y 
2 2 AT+PAP Pp? 
y= => in E 3660. Umar == (mPr+E paar para 
NE A a 3 
mn po mparp: 3661. up =e* parax=0,p=0,2=tc; 
$ a 
Umax 52 parax=za p=0,7=0. 3662, cmo =( 7) para *=y == 
IL. Bi = : para x= y : t=2 . 
pl In = = =YT— —z, 5 2 — mm _— 7 —= A 
dl 3Y 6 vé YE Y 
y==Íz; y=2= : x= - 4 para 
Vo” Vo” Ve” ENE 
Xy 1 2 — ON A P=FE == 
a VE” Vo” ES AS 21585 
Z 


1 
Uma ==" Para x=y=z= 3665. min = Ar Y Umax =A2, donde A, y 


e 
7: 


ig? 
A, son las raíces de la ecuación A— (14 BUE E A 


cos cos 
A e (<A. 
Á cos £ E 2 
3606. Umin= aia a+ E Limay =R2. 3667. ,;, = 


1 e p 
(2: > para x= 3 o) (í=1, 2,..., n). 3668, ll 3 jp 22 SN 


¡=! 
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A ¿de 
para == (b=1, 2, ...] 1). 900% > y a) para x= 


fal 
7 n -1 
= al de V 5» i=1, 2... 2), 3670. 8, = 
t 
[= 
a e o A (53 a Hn 
= | _—_—_—_—_—— A 1,1... 1-1 pala == ——=,..,. =— = 
== Fa) ova ae Zi My Lg 
a 


AU 3671. Los extremos u = Á se determinan por las ecua- 


ciones [aj—Ab¡¡|=0, donde 8¿= 0 paraitjy bi= 
3675. Infz=-—5, sup 2=—2, . 
3678. Infz=—75, supz=125. 3677, Intz=0; supz=1. 3678." Inf u=0; 


supu=300. 3679, Infu=- +; supu=14Y %. 3680, Infu=0; supu= 


=8e"! = 0,37. 3682. No. 3683. El mínimo es igual a e - 3684. Los su- 
a 
mandos son iguales. 3685, Los factores son iguales a 


l 
a; 


11 11431 EM 
a na 5 ta tota, 
cd A AA A e 
x= ; (¿=1,2,..,n) donde 9(1=1,2,...,n) 
(00,) 


son los exponentes respectivos de las potencias; el valor mínimo de la suma es 


11 1 LA UR + E Ñ 
Ghzt lada. adn ps Un + 3686. =37 Y mix 
f=l 


n 
AS ivi donde  M= a 3687. Las dimensiones de la bañera 


i=)l 


a —Ñ 1 — = 
son Y2V, Y2V, 72. 3688. H=2R=2 e donde R 
es el radio de la superficie cilíndrica y M es su generatriz. 


n n A 


1 1 l 
3689. *=3 y Xi Y=F His T= Ny yA donde 
i=1 t=l í=1 


“-Y (3, 5) +(3 DA 0) + $ .) La suma mínima de los cua- 


¿=1 ¡=1l 


n 
drados de las distancias es igual a dE y (1249342). . 3690. 
i=]l 
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El ángulo de inclinación de las generatrices del cono respecto de la base es 
igual a arcsin 5: 3691. El ángulo de inclinación de las caras laterales de 


las pirámides respecto de sus bases es igual a arcsin 2. 3692, Los lados 


del rectánguio son 2 y .s 3693. Los lados del triángulo son >. Se, ze. 


] ] 2 2R 
3694. Las dimensiones del paralejepípedo son E El y 77: 3695, 


La altura del paralelepípedo es igual a ze de la altura del cono. 3696. Las di- 


3 
mensiones del paralelepípedo son e a y pE—EN 3697, La altura 
vY3. y3 3 
y? 
de] parapelepípedo es ¿=/ sin q ES si a >arctg P2Ly h=0 
2tga— Y 2 


si 0 <a < arctg [2. 3698. Las dimensiones del paralelepípedo son a,b y 


y — — —Z 
LN 3699. lA EBu + Ez, PD) 3700. 4— $ en 2] 
a O 


; ULA MP 
2 m, 4 7 
donde == V A; El Ps | . 3701. —. 
4V2 


n, Pa P, Mm, 

Los cuadrados de los semiejes a? = A, y b* = %, son raíces de la ecuación 

E Ss AA) (1 AC) A B? =0, 3703. Los cuadrados de los semiejes 
= A, 6% = Ay y có = hz son las raíces de la ecuación 


e ! Di FA 


3702. 


Ma My 


m, A, | 


DA  Br-1 Er Í=0 37 Ter VATBFE 
Fk Er Ci=1 
nabe 


3703. A a EA 
Vatcostad bteosB4e cos y 


3707. El ángulo de incidencia es igual a arcsin sin 5) la desviación del 


rayo es igual a 2 arcsin (a sinG) — a. . 3708. Los coeficientes buscados e y 


b se determinan por las ecuaciones € (xx] + b [xl] = [xy], a(x1] + da =1y1), 


donde lx] = Y XiY¿ etc, El problema tiene solución determinada si 
í=1 


2 = e 
2 0 — xp 40. 3709. tg 2a=, = Ey '* P=xc050-|ysna, 


=> (05 — 1 — (1 


donde DS Xi LS Xig7 etc., son los valores medios, 
f=1 Í=1 
1 


3N0. ys Bin ==> 
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Capítulo YI 


311. PQ) =15i-*<y<0 F(p)=1-2y5i10<p<1t;F()=-_1 


si 1 <y<+ 0,3712, F (y) es discontinua para y =0.3713.2) L;b) 1 


4 
3 
c) 3: d) ln 7 . 3713.1. 0. 3715, No es posible. 3716. No es posible, 


Y 
3N7. EF (e) = 2 M2 [yr dy. 
Xx 
CO0l a 


318. a) — (219% sin a et 10% 1050) + Ñ YI=Ri e YI q 
vn q 


1 ¡ ] 1 : 2 
Mtra) sin a (5 + a) — (ato) sin a (a + a); ceder In (14-43; 


d) Ho. 0) 424 [, (u, 0) dx, donde u=x-p0, D=x—=4; 
0 


data a 


e) 2 f sin (y* + a? — a) dy +2 | sl 2x*.cos 20x de — 

a : 
De $ de $ cos (al E y? — a%) dy. 399. Fx) =3f (0) + 2f (0). 
3720. p* pa (0. si XE la, 0), .y F"(x)=0, si xE (o, b). 
am. po) 0, donde AFW) =/(4 24) 2 +A. 
922, E (2) =(0 — INF LO. 3723 dx. 3724. 0,994 40,428: (¡aproxi: 


dE _ E-—f dF_ £ F ” 
madamente!) 3725. pra E ; Pra = EE E 3729. E sy (a 4= 


—=x (2-34 $ (ey) +51 (2) Fey y0f (y). 3732. 1 In EE 


388. 0, si [laj<! sine”, si faj>1 3734. 7 sgnala (U-+ ja). 


3735. narcsino. 3736. > in (01+V2) 3737. ir: 
b—a 1p 4242 
co As A EE Ea E Er .) 3 nod 


314. a=0. 3142, Maxí(p, q9>L 33 ¡A <a. 3714. p<l 


1 
345.10 n2>>3-3146, p> > 3747. Es convergente para a > 0 y 
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2n — 1] 
para a = ——¿—23uafi=1,2 ...) 3748. Es convergente para n > 4. 


3749. Es convergente si p > 1. 3750. Es convergente si —-1<n<2, 
3755.1. a) Es uniformemente convergente; b) converge no uniformemente. 
3755.2. Converge no uniformermnente. 3756. Es uniformemente convergente. 
3757. Es uniformemente convergente. 3758, Es uniformemente convergente. 
3759. Converge no uniformemente. 3760. Es uniformemente convergente. 
3760.1. Es uniformemente convergente. 3761. Es uniformemente conver- 
gente. 3762. Converge no uniformemente. 3763. 2) Es uniformemente con- 
vergente; b) converge no uniformemente. 3764. Converge no uniformemente. 
3765. Es uniformemente convergente. 3765.1. 5 > 107. 3766, a) Es unifor- 
memente convergente; b) converge no uniformemente. 3767, Es uniforme- 
mente convergente, 3768, Converge no uniformemente. 3769. Es uniforme- 
mente convergente. 3770. Es uniformemente convergente. 3772. No. 


E 
E continua. 3780. Es con- 


2 


tinua, 3781, Es continua. 3782, Es continua. 3783. Es discontinua para 4 = 0, 


3789. A. 3785. PA - 3788, tn >. 3790. 2 ; 
3791. 0. 3782, 5 In $ 3799. > In E 3794. A ELEA 

3795.  arcte es áarctg = (m0) 3796. + In o. 

3191 —n(1-—Y1Z0). 379% = PEE 

3799. > sena-(l + jaj YT 3809. 10 ngal+1Bl (8 = 0), 
3501. Sn a o (a>0 PB>0). 3802. of (a + $94 02m 0 


+P'inB— (a*+PInta+f) (2>0, Po 0). 3803, LEA 


fa (a )-25% a, — 4abb, 4- Daz da 
3804. |Y e  %., 3805 LiSLI0— dabb, q ate, yz. a. 


Zi? a 
A VA ] 
206. = paa 3 TA 2. “a PE_VZ MA 
3806 - e 80, Ge 3802. Y A(Pp— Ya). 3809. 7 XK 
ES ba a Br = 
mn o—-— ,Brx —= Vx den 
Ze *2. 3810. 12 a o ELLE 
Xx y 3 E O te, 
xr 
3812. 3 >senf. 3812.1. La función es impar. Para x > 0 tiene mínimos en 


2 


los puntos 2kr y máximos en los puntos (2 kx — 1), dondek=1,2,3,.. 


R n nx 
Las asíntotas son E cuando x>+0ow e p=-— 3 cuando x >-— en 
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3813. all Via. 3814. y In CE 


3815.0, si Jal <IBl; psa si AA si Jaj>I1Bl 


3816. sena. 23817. e aa 3819. > 3020, q ln | - 
I 

E ab a+p _o-B a—-5,*, 24(-Ep 
=. 32 ——= pe O a 7 1 pelo 0 MUA | Bei ml AN 
3821. 7 38 a — 3 di m tora 

3823. Díx=)! para |x|<t: 0(1)==3 para r=>sHl; D(x=0 


para |x| > 1. 3824. a) asgnacosob; b) isgnesinab. 3825. ent 
3826. 5 sgn ae“ 2827, ZO er 


a A 
all Plod gmrss 3829. n bu — a PEA 
Y ac — p 


E EN Jt mm. Y 2 ac—bt., a 
3830, 3 z* Y Fe ña sin ( A + sena . 
BEA 
+3 


3832. Y 5 sin ez). 035) Pp 


1 . l - Pp > 
A rar if Ip 
Te c) pau si P>0; d) Pray e) PET 1 In ( + E 
'B) E 
== 2pYp E 
1 e a a 
3009. (0 = yg e donde To 0 a. 


n E 


22 Va 2Y7 512" 


HA | 
e P.3837 23) 13 b) Xi 4jJ ec) e + 4 e *cosor. 


3845, 


27 — 1 
3350. MY 381. —*— 0<m< na). 3852. Bín—m, m) 


A == 

(0.<m< n). 3953. (+) a (EE) E (o EL o), 
(hm ajrento | 

285 ¿Pa Pm Dm>— A n>— 1 3885, 


xB(=. ==) ínZ0 o n>l. 3856, + (ue, 5) > 1, 


1 > 


2 e _ 
cos = (a 


3859. 21r(7)0>0 a000. 0 E) E o). 3861. T(p+1) 
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p>-) 590% yo | | > 1). 3863, Sos pan O<p<D. 


dp apro sin? pr 
1 +cos? pa 2 3 
APT Di . ls == 2 » 
2864. n sinó pr (0<p< l) 3864.1 577 38642 VE 
es pS A 
3865. in 7 [0<p2<1,0< 9< 1) 0 (p= q). 3868, Ti ctg xp. 3867.55 tap 
tg 2 == 
7 
3868, in Y2n. 3869. ln Y 2x +a (In a — 1). 
Í nar: 
3870. LI +10 sem. L. 3876, (a >0. 
T án man 
: 2P (mm) cos == 


a ] 
> 
n 


(a): 


nom +1 


Í 1 
A 0). 3879. dB (+ —, 57) 
2P (a) sin =— A +1 


o Pana US » 
” el D pa 
3081. (9 - cos dx dd. A A 
0 
388. f(9=2 ( SA nd 8) y 
ao) A 
D 
+0 
3894, (34 ' A od 
, 
+w “hon 
3685 O e cos hr do RS e“ Uosin he da, 
: a+ xa? a Ñ y PA E 
o 
po pra E 
2 ( de 2 E 
3887, (1) == l Pp Sind dd. 3888, a >00s Lx dh, 
Ú 
24w +9 sin mano 9 + cos Ax 
as E == zA 
3809, (== f Pr Sin td. 3090, (2) Y E PFuA 
0 0 


a | ] 
3991. f(x) = e $ +Harmrpal cosAx dá. 
+ 


4af ¿sin dx ; 
3892. ARI Ak 0%. 3893. en 
laa Fat ; 
p +00 ya + ya 
=P 1 a A 
== —— e “cosiidk 3894, xe"**— de  * sinda di. 
Vi ) . 2Y xn e 


RESPUESTAS 


is 2 cos Axa A 
3395. a) e t=— $ 4 0=Ex< Lo) b)e“*= 
0 
a A A sia A a 
_2 sia Ax _ 2 el 
== | TFR.) 389%, F(x)= a Tar 
D 
l EN a 
3897, F(x=—! a Ea 
== A 
3898. Fíx—e - 389 Flxize  * char 
> 2 
3900. a ¡Se Y ya) Doo. L 
Y PY ly =0) P (4) a TE (y > 0). 
Capítulo VII 
t 40 1) Noa ! 
3901. . 3902. ir a Dr dle st de + Co 


3903. 9,88. El valor exacto es 2 1 (7 — Y 24) = 13,20, 3904. 0 402, El valor 
exacto es 0,4, 


a 
3905. 3 < 0,00022. 3908. 1. 3907, 3908, ==. 3970. ISF(A, B)—F(A, bj 


—Fío B)+F (o, b). 3912. a) Negativo; b) negativo; c) positivo, 


3913. 3914. 1.06 1<2. m5. ap, 


' 1 2 1 


3915. ' dx Y (£, p)dy = $ du $ f(x, y) dx. 3917. $ dx $ Ha, ydy= 
0 0 


v y —¿ lx] 
1 y to ox i1 1 E 
== $ dy $ F(x. y)dx 3918. $ dx $ f(x, y dy = y dy Ve, y dx + 
v y a | 0 a 
+50 : Fix, y) dx. 3919. $ dx $ Hx, Ydy= $ dy f Fix, gjdr. 
pl Vi A 
+ hy Loa 1 Yy ya 
3920: ye Í Hx, dy = $ dy $ ¿(x, y) dx, 
A A 
1] 1 1 Vy 
3921, fa US ydy= $ dy $ Í(x, y dx 
| x u -Vy 
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Vi=xi 1 Vi x0 
3822, 1 a | Hyde $ ax ( í Fix, dy] 
-Vizx 1 Vi 
Ya * Va—x5 . Y 
+ $ 1unm+f da $ fauna, ss Sal fe gar 
Via A o y 
4 » n *Yi+y 
+1 dy Vf, y)dx. 3925. $ dy ¡ Fix, y ax + 
E. e “1 —21i4+y 
2 
B sm 
, 2—y ) V y 
y EZ S Fx, y)ax. 3926, Ñ dy $ Fr y dx. 
e. —2V14y ia Vy 
o Voy 1 Viy 
3927, y dy Í f(x. y) dx $ 0 y Fx, y) dx. 
=t Fray -WiTy 
1 1 V1= y? 
3928. $ dy $ Fx, y)dx 
0 2—y 
a a-Vaiyt 7 e ta 
5029, y tel Ñ Hao, part ' Fx, y dx] + ¡ ay Ñ Fm dr. 
0 De ap Ya y a qe 
29 za 
1 £ Y -atcsin y 0  im-parcsin y 
3930, ES $ Fx, y) dx. 393%. Gas ¡ Hx, y dr $ dy $ Hr. y) dx. 
o eY 0 arcsin y =1  nr—arcsin y 
5 he 25mat 
3992. L-. 3933, (2 v2 +) a Va. 299. + . 3935, lda*, 3936, 7 
t 
am a EN a Cos y 
3937. l dq ' rf (reos 4, rsia p)dr. 3938. $ dp $ FÉ (r cos p, rsinp) dr. 
ly 0 r 0 
== 
Mo ala EN 
tr pul TT Pa (+ 4 ) 
3939, fa GE $ rf (r cos qp, y sin p) dr. 3940, Sao $ rfír cos q, 7 sin p) dr, 
0 Jal 0 


esin> 
cos? y 


El ALA 
341. y de $ ri(e cos p, rsin p)dr 4 | ag ' rfírcosp, sia q) dr + 
o Y 0 
4 
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astas 
n cos? y 
+ $ dp $ rf(r cos q, rsin q) de. 3942, Cuando el recinto de integra- 
s5$x D 


4 
ción está limitado por dos circunferencias concéntricas con el centro en el 
origen de coordenadas y por dos rayos que parten del origen de coordenadas, 
F 


o X 1 
A cos p a sn 
3943. $ dp y rf (1 cos q, r sin p dr l de $ rÍ tr coso, £ sin p) dr = 
0 o » 0 
E 
Ñ — Yi arcsin - 
=| rar f Eir cos q, rslo p) dp +4 $ fdr $ Í (r cos P. r sia q) do. 
0 o 1 PE A 
Fr 
A Z + arccos 
3 T to + r 
344. $ de Í rf tr cos p, rsin p) dr $ r dr $ F(rcosp, r sin p) de. 
0 1 n 1 xr 1 
yo mee (o +) vr 7 o” arccos Va 
r 2 


a cos $ 1 Va” 4 
3945. Vag $ ri (r) d=T Ñ rind+ $ (F—arccos 7) SA 
ha 0 o 2 Vr 


39456, $ dp Ñ rf (r cos p, r sin q) dr =/» dr Ni [reos qp, e sin ppdp+ 
0 CN o . 
cos7 y 
Yz aresín Pr, 
+ $ r dr ñ f(rcosqp, rsinqjep, 
1 IN 
A 
347. $ dp ef lr cos q, r sin p) dr = 


x 
a 
4 
J ya 
— arcos — 
2 a? 


=4r ar f Ele cosq, rsin q) de. 
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Ed “ 1 
3Ic4o5s — mm  áfósin — 
«a ? a+ 


3948. fa $ Hp, rdp. 3949. har Ñ Hp, ridp. 


o F 1 z 
— arntt05 — — aca —= 
a 2 


3950. $ de Uco, dp. 3951. 2% | írjde, 3932. 7 Qee dy 


v d 


Va 
+) 
] 


k 
z 
qq 
(na arccos 7)1 (1) dr. 3983. 5 Ñ Fítg p) cost pdp. 3954, — ; 
=; 


3055.— 60, 3956. LEERME ADA PA + 2) Vb ER (2) 
o ns UA a A 
Vash Vo+Va+n)(Yo4 VER b) 


b 


3957. Vas í Eu, uv) do. 3958, > í du f (A, =>) do, 


7 E 
3959. 4 $ sin' yv cos? y du $ uf (ucosto, esintu) du. 3961. 4—XxY, VUZ]3X—Y, 
D 0 
1 Y 
Fu) du. 3963. 2 $ VIE NU VA FE4+ ode. 3964. 1n2 $ Hu) da, 


| 1 


3962 


4 2 
. 5966. 3967, — mab. 3968. . 3969, 543 Y. 3970. 1 12. 


3 3 vz 15 125 


L 
e | 
T 
3955, — 
ad 


9 5 4 14 YV3 
2971, 2 . 39 La — db, - Ll a . PT] A 
T 7 157 3973 3 + A 3974 3 +81 vz 


3975. 6, 3976.-5 (4-3 V2+4V 3). 3978. (0, 0). 3979. a F (0, 


x+y 


si Í 0 3989, 2 EZ A t -—- 
> Vaz e dy 3981. F'(= 


(=P (y 121 


2 


e : 15 2 rn 
Y ¿f(tcosqp, tsinq)dp. 3934, OS 2 In 2) a?. 3985. 3 (0 +9) V pg. 


3V3—x rn, yz nat 
3986, net 20 A 0 1 YB, 9090, —. 
V7 . VIA nmob fat, p ab 
3990. gr (+ arcsin EN , 3991. Ea (E + $) . 2992, FX 


21 a 4 2p2 ? 2 4 
x| O E ab (at, 5%), 3004, o6k (ak + 294) 
3V 3 pat ja + ii ¿lata BA? (ak + ¿Ap * 
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5 ae JE 
EN 3995, “9 3996, Batb—a) qa In 2. 


3994.1. 150 70" "Ha DB" 2 


4 J É - gp 
3998, —(Q— p)(3— 1). 3998,1.— (bat 71m d7%, 39982 3 2 _ 
30 ) he PEDO ENA 
( = == ( E 5) 3999. — ES b. 3999, E (ere Y : 


2 


12 a E I da 
+55) 00. 4000. E (V TO — 2) aresin 3: 4001. É 4002. q Ue. — 0) Xx 


X (5h 24, — sh 24,) — (2, — u,) (str 20, — sin 20,)). 4003, 5 ra”, 4004. 


5 Tre 2. 83 17 
E dd —3R". 4009. 105 * 4010, mí. 4011, Tí, 4012. 374 na 
3 T 45 16 na* 
43. —=mf/()40 EL mid 2, 
pe (7). 4014, E 4015, 33" 4016. ge 4017. r 


— ap (1 —?) 
mE 


4018. n (1 —e7R%). 4019. %atc.P .a020. E, 4021. > rabc(2— Y 2). 


8 


nmabc (2 Z— 1). 4023. A. 4024. > nabe. 4025. ze. 


4022. 


a 32 as 
abcí3a+ 20163. 401 0 ona. a, 4029. >. 
B 8 75 mato 

E 9032. mabe. q 1 (a 

ac SOM. 36. 9032, pzznabe. 4033 mE: A. (nm) < 


se Pr) IAE 
4034, al 4036, 2 di 


X (e1— ¿3 al, ca" y a .- 
PS “ss 
x 


A m 


2 = 
4036, re (2Y2—. 4037. 160. 4038, Ba? arcsin Le. 4039. —. 


vz 
2040. 82. 4041. xYyZ 4042, EE. 4043. a ds (14 tn 3)+ 
+= arclp 77 , 4044, Z (20 —3m). 4045. 2a?. 40451. (3/10 4 In (3 +V 10) 


lat (praji—3] 40453. ab OYE — mx 


xa Y L . 4054, 5 Inte4e7?, 4046. S=4n (342 Y 3)]ar; V= 0 


4047. (Pa — Pi) (Sin py — sio) R?. donde p,, p, son las longitudes de los 
meridianos, Y ,, Y, son las latitudes de los paralelos, R es el radio de la esfera. 


2060.00 (a VIE. AL A 


4045. S =a(Q:— Y) 5 (y, — ee $8 (sit, — sinp,)]:  andab. 4050. w= 
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be be pya* 
—= MUCH. 22 wr —, 4051. e 2+ Y 2ln (1 
Y (a? + br) (a? +“) a [ => ( +21. 
; a. 8 a 256 
4052. a Yy=Z 2 4053, o =Y =p > 40H. 1. =Y4= En” 
ab. ab* ma 5 16 
NN rr a a E 
5 
4058, 130, y = 70. 4059. =$ Y=0. 4060, La parábola y,= 
bre Abt — bl 
=+ e 4061. f,== == ya 1», — b,l). 4062. f, 
21a0* 491a* 3na* 
== = 6— 6 == —_—, =— = 
e Za 5x1). 4063. /,- 37 > ty= == , 4064, 1, ly= 14 
5 nat at A 
5. if, =—a% 66. == A —, , 
4085. f¿==1, S a 4066. /, qa 4066.1 12 4069. [,= 375 


4070. X =ah?, Y =0, donde X, Y, son las proyecciones de la presión sobre 
los ejes de coordenadas Ox y Op, 


4071. Paté (430) P,_=ne8 (1 +34). 


4072, Las proyecciones de la presión sobre los ejes Ox y Oz, situados en el 
plano vertical que pasa por el eje del cilindro, donde el eje Ox es horizontal 
y el eje Oz es vertical, son respectivamente iguales a: 


A, =-—na% € cos a Jsin a Z¿=—na% (1-2 cosa) cos a; 


X, == 30% (a + + cos a ) sin a, Z,= 310% (4 +5 cos a) cosa. 
? 


4073. Las proyecciones de la fuerza de atracción sobre los ejes Ox, 


2RmM 
ah ti b]-— 


o Ca ¡ ió 
TN a b*%4, donde k es la constante de gravitación. 


Oy, Oz, son respectivamente iguales a: A=0,Y =0 Z== == 


z 
4074, Po =3 00 2075. A=*%% (20 VER Eon EVA + 


TE 
+6 In AE mts de. tel. mL 
b ] 364" A: 16* "48? 
4 Xx 
4079. y mabe. 4030 Sl 4081. Í dx Ñ dz ) FA u. 0dd+ 


1-x 


+ ja Fi y, 2 dy | = fr fas $ He y E Í Fx, y, as), 


1-y 
, 1 Vx 1 z VI y 
4082. y eS dz $ Ho y 2 dy=Y dz $ dy l He, y, ejdr. 
1 lx va .  - MS, 
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4083. Gac [Gar S sí p, al a ' He, y, 2) dy | = 
0 0 y a r 3 
1 yv 1 2 E 
=|4 y dy ¡ Fix, Y, dee dy $ ft, h, Dax) + 
o 0 Vz—=yi YT o 


r i 
+4 de y dy ' Hx, y. 2) dx. 
t 


Vi dz 


E x 
4084. q 0- (O) af, 4085, ¿Seo (22 f (2) dz. 


4086, F(A, B, CIZF(A, B,0)=F(A, b,C)—Fía B. CIP NA, bo 
+F(a B, da b, C)—Fía,b, ce). «087. L 40, =(YZ- 1) 


10? 
z arcla —— O 
4 cos p CDS y cos y 
. ES Ñ cos ap di $ ri tr) de. 4090. EX 
a ¡ 4 
[7 sin q 
Cos” q 
161 21 1 ! á 
sm. 2, 4092. sla-p) (ye- 75)" YE 


4093. ela) [al Ñ =p) +40 E. 4094. > 
R* 


4095.3 (e — 2) 4098, o E E 
5.3 (e — 2) L IVETPTADIR 


= 4 (4 1) (0) - | (10+ NN xyz [' (yz) dx dy de | , donde t£>0y 
; V 


, donde || < 1 .4098.2) F* (f)= 


V=¡0<x<f, 0<y<=!, 02 <!tf|. 4099. 0, si uno de los números m, n y 
(m— tia — Di (p— DI 


pes impar, TA "| Mirror Da , Silos números m, n y 
p son pares. 4100. LoEnraEnre+nre+0 4101, sE 4102. En 
4103. ¿0 (37 — 4). 4108, ma. 4105, 5 (3n — 4). 4106. Em 4107, xa. 
4108, YE 4109. Sr 4110. Fe— VIP — añ). 4111. > ae 112. obe. 
41121. eS 4113. 2 6-5. 4114. SE ade. ES y (+) 


a 4 
ebefa, b at abc (5) abc 
lbn] ¡epi l pia Sd. ==. . A — 
4116. (+ 7 ): (5+ _)- $11 ; 6 4117 551400 : 
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abc abe abe 4 9 
Seal Al rr e, ul 3, O E 
4118. E . 41181. 30 41182 1680 4118,3 35 abc, 411 r a 
| z el 2: 3 41 $ suabe* — e"! 
4120. yb —a”) y de (3 ). 4121, za. 4122. 3h (le 
Sapo. 4124. abc [L— 23. 4125. 37:27. 4120, Va E, 
$123, pe - - yq PS EN 4 6 pr a . = 5 . e he 
ro BA A4,k 414 m* abc 
¿7 f=0DbD. 4127, post e ade mp NA +A 
x(16Y2+3Y5 ID) 7 EN 4128 318] 4129 == = n 
resina — 
abe ro)" 5) r(5) 3 1 
2130 ma+ mp Pap + 7 Í y 131.7. 4132. NO, (7 + 
Plata 


2 a 3 ms 
ata) 4133 (o, 7 4e) 4134 X= Y y 350 
3% 7 3 La 

4135. xy =38P fi. == 0 =P 4136 X= 8 Y = Gb; E 


== . _dn 7 Xo _ Ho To 

o=jg0 to gggo 4140, say =0, ze, 4141 Ho 
2) 3 

3 nr r() aba. e 


=P 2 ma BB 2 =y. 4143, xy = 0" Lye= y" 


nj Aa 
3 2 
EA a a l yg = Lna?be; ly me Enabre. 4140. 1, F0de 
60 ] 15 15 15 .— 
dae, — nmble 2ah3 2abie, -. Ho 
Dye La go A, Ly Go (1516); 1 1575 (105n — 272); 
20 bc 7 4 4 
2 =1575 (1051 —92). 4147, xy = y Haber; ¿x= 3 nabo, ly=3 nadbe, 
I5n? 1512 EE 
4147.10. f 7 =0%b0; 1, = 00%; [y = 6060, 41472, 1, 
1956 02 E 256 p/2 2. 198y2 , 
A 3, y 
mr (A fl (+) 
: Cn | : an lab; 1 Xx 
=> TA la E ba 
3 r (3 5n r () Sr 
ya n 
RES 
re) (3) 14 


. 4149. L=3 0 VZ —5). 41491, Las, 


055. 4148. l,= E 


AA T5 
y 5% 15 
Mf 2 
4150. $ MR. 4153. ¡==> O donde M=2 pa hesla mas: 
del cilindro. 


25 2* El 
4154. ==. 4155. 4 21004 (RES si r<=R; y 2 si 
MN 
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£ .. 
, 2 
1>R donder=V2FPyW42 4156. 4=4a p f(0) min(E, e) do, donde r == 
Rs 


_ 


=Yre+yg+2. 4157. o ei +iYPaqz—((M—2) Xx 
h—24V1V 04 (42% 


x |h—2| 4212 []+a*l0]2 p 4158. X=0; Y=0; 


VAT 
EMmn Mm EA 
2==TaT' si la|=R, Z=-- pa 0, si Jal <R. 4159. X=0, Y =0; 
=— MAR VIE — VA 2 21142 pp). 4160. X=0; 


y =0: Z=— nikoRK sin? ez. 4161. Es convergente si p > 1. 4162. Es con- 
1 
vergente si p > 1 y q > 1.4163. Es convergente si p > 7: 4164, Es conver- 


] 1 R 
gente si mr je z ZL 4165.Es divergente. 


1 
4169. —_ (PP >3> 1) 4170. — (pp >! 4171, La 
Fara" AA 
4172 =4>1. 4173, VIVIDO 4174, 4175. 1. 4176. oa 
xr b en xC 
471 +. 4178. E donde |; el y A=jfbcel[. 4179, —ab. 
: 2 VE b e 
def 
meat pb? ] 
4180. ERES 4181. Es convergente. 4182. Es convergente sip < 1. 
211 — el)? 


4183, Es convergente si 3+5 > 1. 4184. Es convergente si p < 1. 4£85. 


z 
es convergente sip <l. 4187. . 4182. 717 2 -4189.. EF in2, 4190. 2. 


4191. Es convergente si p> >. 4192. Es convergente si p< > 4193. 
o A j 
Es convergente si 77 e <L 4194, Es convergente si p < 1. 4195. 


Es convergentesip< 1. 4196, (I— pp *(l— 9 "(lA (p<1, 9< 1 


de JE 
r< 1). 4197. <. 4199, 21D (5, pj <n 4199. 13. 4200. da 


ñR an (3n + 1) a” 
=|oj¡). 4204. =: a es == 
donde ¿=|a;z| a) $3 b) 2. 05. 7. 4205, 55 
2 A A Bi 


e a e A E 


7 grip? 


h A AECE e E A a AE ES A 
n+l A + 1 
ar 2 ) (541) so (3 ) 
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n+1 n 
h 


: A PA! 
4212, PTI 4218. R* . [ras 2 du, 4219, u=5 mpiRA. 
(5) (5, 


Po 
me =$ b; 
4220, vo , donde 6=|a;,| y a=|-5i E 


es el determinante 
> 
lado. 4221. 14 VZ. 4222. y 4223. 210 272 
orlado. . . 5 va (+ 10), 4220, % eo 2t,— Y). 
: 7 


pa x ] y ¡ ñ 
4225. 43 o 4226, 2(e* — ed 4227. 2a* (2 _ Y 2). 4228. 2ka V SUR 


1 + 4ñ? 
4229. 2a?, 4230. =. 4231. 5, 4232, VZ, 4233. |xel-Hizol. donde lm|<ae. 
234. —— a 0 piel : 2 7 
4 7v2 ( E j .5) 4235, (+ E Vez. 4236, aV2Xx 
l a 
Xx arclg ER + 37, = (3a* $ 470) Ya bt 4238, Fue, 
1 J 
Top ' 254+4Y 38 
4239. 7 [04 "|, 4260. 5 [100 38—72— 1719 El, 
256 Y 2 ye 17 
Az V 2 p2 
4241. 2b (e +a Ls . , donde e= PEZ es la excentricidad de la elipse. 


E e 17 
4241.1, 30 V2-— )). 4242. E [e 3 no ln 2127 2 - 4243. x,= 


: 3 
"kE =8 ab 4 
bu ñ > lo 5] al 4244. Lo = Y — y £- 42441.S,= 
2 ae l 2 5 , 32 EN 313 r O 
=S, = 5. 42442. za, 42443. a) ge; b) go. 42444. Tr, YEN A 
a 2 1 ] joda 
4245. xo MEAT 4246. AZ y = — 7! 2 = y .$247.1, — tf = 
=(5+ PE) ada? Vida? 4248. a) 0; E 7 c) 2 
4249. a) 2; b) 2, c)2, 4250. E. 4251, > 4252. 0. 4253, — 271a?, 4254, — e 
4255, 0. 4256. 0. 451, E —1. 4258. 8. 4259. 12. 4260. 4. 4261, —2, 
a+b 
3262, $ [ (u) du. 4263, =>. 4264. 9, 4265, focna+S vu 4266. 62, 
0 A Y, 


4267. 1. 4268. 121. 4269. e %cosb—1. 427. =p Le 


a I — y A 
4272, — orclo = LE. 4273, 2==— +] +y]14C.4274.2= 
2y2 de En Ep parrirer! : 
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gen y, 7” m 
e +Y (x — ] e+C. 4275, 
E —y+ D4 ye A Ima E. 4216, 2= EAS 
X 
XA ( cg) +£. 4278. a . 4279, 5 4280. — na*, 4281.21 Y %ax 
X sin (F-3). 4282. eS 4283. — 4. 4284. 53. 4285. 0. 4286. b—a, 
Fa Ya DD +y Pz 
4287, $ Po) dx + Fon dy+ Frio de 4289. $ Í (u) du. 
x, y 2 A+ y + 0, 
V a+ryis d 
1 
4269. ' uf (a) du, 429, = (04 y 2) 2 O. 4291. 4= 


Voa+en 
=1+Y%+4c. 29 u=InVi+yr EZ + arctg z 
y z + 


"EC: 4293. A= 


= — mg (2, — 2,). 4294, A=—F (04 6%), 4295. A=k (=>). a 
es ! 3 
a=Vi+g+z (í= 1,2). 4296, a 4237. 467. 4298 1 
ama? 
4299. —2xab. 4300, qe — 1. 4301, 0, 4302. f,—1f,=2 4303. eE EN 
m , 
4304. map (91) — Cp (9) —m ly, — 9) — 7 a — 1) (Y Hg). 4305, P = 


=E , Q=%x + » donde u es una función dos veces diferenciable y k es 


una constante. 4306. Soler (x, =p lr (x, Y) 407. 1) f=0; 2) [=2n. 


3 3, ; 1 41. 
4308, sab. 4309, nab. 4310, + BH. a E 
0 rr) cun (2) 
4314 7B(2M041, 2240. 4315, o a Y 
P. 


4317, se D" 4318. x(n + 1)(142)1% 6nr?. 4319. q (n — l)(n — 2) +7, Gro”. 


4320. 447. 4321. sn (ad — bc). 4322, 1=Y eno +. donde la suma se 
extiende a todos los puntos de intersección de las curvas: v (x, y)= 0 

y Y (x, y) =0, situados en la parte interior del circuito €. 4324. /=2 $, don- 
de $ es el área de la figura limitada por el circuito €, 4325. pa (xo, Yo) + 
+ Fs ko, Y0). 4326. Las proyecciones de la fuerza sobre los ejes de coorde- 


nadas son iguales a: X=0 na donde k es la constante 


de gravitación. 4327 1 =21x R In si 


> 
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e=Yx FPS Ri a =2xxR In + si p>%X. 4828f, == 97 cosmp, 1 = 
A j cy — Po _ A om : 
=> sin mp, sitó0=pg=<l; 1 =70 cos mp, == 0 sin mp, Si 


p>1.4329. u=72 msj el punto A (x, y) está situado en el interior del circui- 
to Cy u = 7 si el punto A (x, y) está situado en el circuito Cju=0 
si el punto A (x, y) está situado en el exterior al circuito C. 


4330. K,=21p7 cosmo, K =x35pPsinmp, si 0<po<1X,=0,K,=0, si 
p=1 q api si p>L 4389 Q= 


du 1 | 


H = te q - lib —2ax—(E—x)a2) H 08 [3 —Xx) du —(n — y bdx]. 
Cc € 


9941. 1, —1 =($a —2 Y Ha. 4342. Za Va. 4343.10”. 239.5 (14 V 3, 


4345, LE :x +(V3—DIn2 4346. AA 4347, = abe (tt 


+5) . 4348, lay 1 +o4 lo (au YI +ay. 4349. == sin a cost a (o <= 


y 3 
<j 5) 4350. EVE Tas, 4352, AGE mima 63522, 


15 213 

4 noo (3 4 20%) Pa 6? a 16 
4353. 7 A Too de y 200) +0 — —' —>U0, z7.— —, 
53 3 a. 4358, 13 . 4395, x, — 7 D; z, rr 

” £ 2 rl . 
4356. 1,4, = E q (M2a+ ). 4356,1. a)40a*, bar [20 + HI+ 


es ; 
+3 e]. 4356.2. LES - 4375. Las proyecciones de la fuerza de atrac- 


cción sobre los ejes de coordenadas son: 


2 
4358. 1 =d4xp, min (a, —) , donder, = 


xA=0b F=0 Z= 


nimp, ln 


E 
5 
4359. FO=0 e si 111<VE F(=0, si 


Va 


RZEAVA 
EESACR 2360, F(p=HÉZILA a $361. F=0, si Tr —6, 


=P le —«— 1, si ra<t<r+a F=0, si £f>r+o(i>0). 


UN Aa a ic 


. 4362. 4ue. 4363, | n 


4365. E (mt Lado b3c%). 4366. Tato+o R?, 4367. — na” Y 3. 4368, > 


4369. 2 n1.S, 4370, 0, 431. — 210 (a+4A). 4372. 21Rr?. 133,3 6". 4374.0. 
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dx dy dz 
AR 


sao (Vas dx dy dz, donde bus + SS 2 4380.0.4384, 5 (e + 27) Ue. 
v 


4376, 3 008) (0+eprdrdydz 407.0. 4378. 2 3) 
Lv 


4 
4383. Ze 4385.41. 21%a*b, 4487, Ja", 4388. one 4389. l. 4390. >. 
4392. a) /=0, b)/=4a. 4401, a) gradu (0) 31 —2/ —6R, [gradu(0)]=7, 
cas a=>, cosp==%. cos y=— 2 ;b) grad u(4) =61 4-3), ] grad u (4)1 = 


2 1 
=3V5, cosa=>=R. tosf ==, eos y=0; c)grad u (B=70 igradu(B)]=7, 
Y 5 V5 


cos a = 1, cos 8 = 0, cos y = 0; grad u = 0 en el pa mid 
1 
4401.1. grad u (M) = 121 ei 20%, |erad u (M)|=25, cosa—=32. cos fi = 


9 4 S= 
==>, Cos =-3' 402. a) xy =2* bDx=y=0yx=y=zx: 
>» y =>7+ ) xy y y Y 
7 a plc ee 
c)x=y=z. 409. r=l1. 4404. TAE + ¿=> 16): 560 + 


2 
+ 1024 
vel son las hojas de conos; las superficies de nivel del módulo del gradiente 
son toros; infu=0 


—l: maxu=20. 4405. cosp= —é :4406, Las superficies de ni- 


| de] 
| grad te (Xqr Mor 20) |" 
3409. a) —; b) -2r, o—h. 4410. rot. 4411. c. 4412. 21 (0-2) — 20 (cr). 


Ni int]gradu|=0, sup | grad [==> + 4407. 


1d 
P E ets €, donde e,=18c0s pH sin p, 


e = -— sia p+¿c0sq, e, =kR son los vectores unitarios, —tangentes 


a las curvas coordenadas correspondientes; 
b) grad Lo e, +> = PA Far 5" g Jonde €, = ¿cos q sind + 
— fsinpsind + kcos0, e, = ¿cos p cos 0 -4- / sin cos 8 — sin 
ey =—isinp FJrosp son los vectores unitarios, tangentes a e curvas 
coordenadas correspondientes. 

du _ 2u 


4416, ió donde r=Vx+y+z Se =|grad el. csi a=b=c, 


du EA r), du Ju  gradugradou, du 
a e Le. 4418, a a 


UA etyo Y AR em— dz 
Ayer y Ep 


20. y =(C,1, ¿== 422.1. diva(m= 2: 9 A 4423, 0. 


e 125 
Pu 
4425. div (grad u) =4u, donde at E 


4415.1. a)grad «=% e + 


4417. 


si (gradu | grado. 4419. a= 
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==, donde e y e, son constantes. 4427. 2) 3,b) 2. 4428. ED o.) 


0 r 
4429. 3f Dirt. donde e es una constante. 4430..2) u A uy + 


+ (grad 1), D)u A v + grad u » Brad v, donde Á yu es el operador de Laplace, 
4431. div v= 0; div w=-— 20? - 4432. O, fuera de los centros de atracción. 


4433, diva==- E (ra) + HE ss) . donde q, a, son las proyecciones del vec- 
tor e sobre las curvas coordenadas p = const y r = const. 4434, 
: 1 e) 9, 0 

4434, diva =0w | (MN ts (A Las)+ 3 (LMay) |, donde 4,,,8y, 2, SON 
las proyecciones del vector a sobre las curvas coordenadas correspondientes y 

AY, fax”, f0ñy Y 708N*, fORy: 
Y) AH VA 
op y! dg y? gh y? a 
(55) + (E) + (5%) + Sir, p, z son las coordenadas cilindri- 

S 0 

cas, entonces diva=> [5 (ra) ze dl O qee las coordena- 


das esféricas, entonces diva — [e Sr (ea, sia €) +r 5 Sa, sia $) +e a |. 


p STA 
4435. a)0b)0. 4436,1. rota (M)=—F]1=J4 FA, prota (Mi= Lyra. 
o 5 _ — 4 A de 
c0s0= 747 , cos p== Yar dará 437. a) —"[rXcl: 
vrai) 04 EN 0 [ctr-r)—ríc«r). 4439. 8) 0, b) 0. 4440. rotyu=20. 
0a, 


1 
4440.17. rota= — 5 (ra,) — qe] k, donde a, y a, son las proyecciones , 


del vector a e las curvas calida respectivas r = const y y = const, 


l da 90, da, da Ifoa da 

4440.72. = o E = |: E 
eta € y > ye + (GE > )e.+ . [3700 a eo 
donde 2%, 0, cOsp + a, sin q, 2 a p+a, cos q. 0==0, b) rota= 


e ] Ja, 1fo- 
==. (3% (0% sins) 32] e id ar dp — 00, JE Arz 00) 


a, ; ¿ ; 
— 3 €,, donde a, == a, cos p sin $ a, sin q sinó + 2, cos 0, 0, = 4, cos p eos ó64- 


+ a, sing cos 9 — a, sin 6, ¿== aysinp4-0ycosp.  444l. a) 0, b) xk" 


442. 20 DO. 443. a 544 >. 4445. 0, 44451. E: 4447. dam. 


du 
$448, e 4450. cu 77 Uv (R grad 1), donde c es la capacidad calorifi- 
53 


ca especifica y p es la densidad del cuerpo. 
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rg 
4452, 21 *b?, 44521. 8 E In 2, 44522. — (84 el 12073) 4453. Ñ Ugaz ar 

PA 

4454. 3) 2: b) 21. 4455, 3) P=0; b) P-==2an, donde n esel número 
de vueltas del circuito C en torno del eje Oz. 4455. rot a (M) = — /—2k, 
P== n(cos f + 2 cos y)e?. 4456, Q = 'N (taz) dx dy, 


du du do du_ du 
dE a) a e rr it Ad 
£ 


1 m 
4401.1. 3" 4458. Uu—=-—- 4459. ulx, y, a= Ya, donde r; es la dis- 
f=1 


tancia del punto variable M (x, y, 7) al punto M; (ií=1,2,.. mn) 


4660.u (x, y, 2) = $ Ft) Al, donde -=VB+yg4z 
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Il. CONSTANTES IMPORTANTES 


£=3,[1415926536 e=2,71825182B5 M=lkre=0,43129448]9 
] 

—=0.3153098862 —=0,9676794412 ¿7=10 10=2,3025850030 
11=9,8090044011 e:=?,3520550989 lo radián =57%]7'44 8069 
Ya=1,7724535509 Veé=1,64£7212707 ure 15=0,01745 32925 


Il. TABLAS 


1. Valores inversos. Rafces cuadráticas y túbicas. 
Función exponencial 


] > Sa 10/70 1/72 ala 
” MN Vu YI10r a tn IGÓn 2 Pr E e-n 
El Y Y Y O 
A A A A 
t[|1,006[),00f 3,16l3,00 2,15 3,64 2,718/ 1,105 lo,905 0,368 
2/10,500/)1,41 4.47 |1,26| 2,7] 5,85 7,3989 1,221 [0,819 0,135 
310,333 da E 5,481 1,44! 3,11 6,62 26,09 [1,350 l0,74! 0,0498 
4 /0,250/2,00) 6,32 |1,54 3,42 7,37 54,60 /1,492|0,670/0,0163 
5 10,200 2,74 7,07 11,71] 3,66 7,94 148,41 1,649 1l0,607/0,00675 
6 [0,167 |5%,45] 7,75|1,82| 3,091 8,43 403,4 1,622 [0,549/2,49.10-> 
710,143)2,65 8,37 1,917 4,12" B,88 1096,6 2,014 10, 497/9,12-10-“ 
8 [0,123|2,63 B,94[2,00| 4,3) 9,23 2981 2,226 [D,449|/3,35.10- 
9 [0,511 3,00) 29,1912,05]/ 4,46 9,65 E103 2,460 /14,407]1,23-146-* 
U¿D,100/3,1€6(19,00|7,15! 4,63 10,60 22026 2,718 [0,368 lados 


_ — 00 0560 301 477 602 699 954 
10 000 041 079 E 146 176 270 
2D 30! 322 342 362 350 298 492 
30 477 42] 5b5 5)9 531 $44 sul 
40 602 $13 673 033 543 653 640 
56 699 7108 716 724 r32 740 771 
50 r78 783 792 799 5U6 813 $20 876 633 ESY 
70 545 $51 857 6863 £69 $75 88 i $565 By2 898 
80 $03 963 914 9/9 924 £29 934 940 944 949 
so 954 959 964 268 973 973 982 927 93) 295 


¿no 


APENDICES 
3. Logaritmos naturales 

” [oo MIENTE E E E os 
A. EE 
0 | -w [0,on0|0,693|1,099| 1,336) 1,609) 1,792 | 1,946|2,079 (2,197 
10 [(2,303|2,398|2,485|2,565| 2,639| 2,708| 2,773| 2,833|2,890 [2,944 
20 |2,996|3,045/3,091 [3,t35| 3,1781 3,219| 3,258| 3.296|3,332 | 3,367 
30 13,401 |3,434|3,466| 3,497 | 3,526| 3,555| 3,584 | 3,611|3,638 | 3,664 
40 |3,689/3,714/3,738|3.761[ 3,784 | 3,807| 3,829 | 3.850|3,871 |3,892 
su |3,91213,932|3,951|3,970| 3,989 | 4,007 | 4,025| 4,043 |4,060 |4,078 
60 [4,094] 4,111 [4,127 |4,143| 94,159] 4,174| 4,190| 4,205] 4.220 | 4,234 
70 [4,248 | 4,263/4,277 (4,290 | 4,304] 4,318) 4,331 | 4,344/4,357 [4,369 
80 [4,382 |4,394| 4,407 | 4,419] 4,4314 4,443] 4,454] 4,466 | 4,477 [4,439 
30 [4,500 |4,511| 4,522 | 4,533| 4,543 | 4,5541 4,564] 4,575] 4,585 [4,595 
100 [4,605|4,515|4,625[4,635| 4,644 | 4,554 | 4,663 | 4,673|4,682 | 4,591 


— 


2.3028 6,9078 7,0922 | 5 | 11,5129 | 12,4871 


4,6052 . 9,2103 | 10,7897 13,8135 1,1845 


4, Funciones hiperbólicas 


D. 
0,1 0,100 1,005 0,100 1,6 2,376 2,578 0,922 
0,2 0,20) 1,920 0,197 1,7 2,645 2,828 0,935 
9,3 0,305 1,045 0,29) 1,9 2,942 3,107 0,947 
0,4 0,412 (,081 0,380 1,9 3,268 3,418 0,955 
1.5 0,52; 1,128 0,462 2,0 3,627 3,762 0964 
0,6 0,637 1,195 0,537 2,1 4,022 4,144 . 0,970 
0,7 0,759 1,255 | 0,604 iS 4,457 4,568 0,976 
0,8 0,888 1,337 0,664 2,3 4,932 5,037 0,930 
0,9 1,027 1,433 0,716 2,4 5,466 5,557 0,984 
1,0 1,175 1,543 0,752 2,5 6,050 6,32 0,997 
1,1 1,336 1,5569 0,801 2,8 6,695 6,769 0,5989 
1,2 1,5U9 1,8t1 0,334 2,7 7,4065 7,473 0,991 
1,3 1,608 1,971 0,852 2,1 8,192 3,253 0,593 
1,4 1,904 2,151 1,885 2,9 9,06) 9,115 1.994 
1.6 2,129 2,352 0,905 3,0 10,613 10,068 0,995 


: t 
Para x > 3, con un error menor que 0,05, se tiene sh x =c<hx = ze. 


5. La función factorial y funciones relacionadas con la misma 


a |. . | 24m] en | Lin L2n — 1 1120311 

ñ y ¡ 2 | J 0,$ 

> 9 3 a lo,s 6,333 333 333|0'125 

3 6 15 48 10,166 666 657]0,066 655 667|0,020 833 333 
4 24 108 384 (0,041 665-567]0,009 523 810107002 604 157 
5 120 945 3 840 [0,008 333 223l0.C001 053 201/0,004 260 417 
6 720 10395 46 080 [0,001 382 389|0,000 098 20010, 000 02? 702 
7 $ 040 138 133 545 120 ]0,000 198 413[0.000 007 40010,000 001 556 
8 10320 | 2027025) 10321 920/0,000 024 80210 .000 000 493l0. 000 000 097 
S | 5562880| 34459425| 185794 550]/0,000 002 75K]0,000 000 029]0,000 000 005|- 
o la628 ao losa 729 075|3 7158 0,000 000 27 60,000 000 002|0,000 000 003 
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6. Funciones trigonométricas 


o ? 

Y == arc x six iga clg cos y 1 

l (radianes) A o o | 
7] 0 ú D D ! 1,571 90 
t 0,017 0,067 0,037 57,29 1,000 1,553 $9 
2 0,035 09,035 0,035 18,64 0,939 1,53% 28 
3 0,052 0,052 0,05% 19,08 6,2999 1,518 67 
4 0,070 9,070 0,079 14,30 0,998 1,501 66 
| 5 0,087 0,087 0,087 13,43 0,995 1,484 65 
6 0,t05 0,105 0,105 9.514 D,995 1,166 84 
DE 01,122 4,122 0,123 8,144 0,993 1,449 63 
E 0,140 0,135 (13) 7,LIS 0,9y0 1,431 $2 
Ss 0,157 0,136 D,)55 6,314 0,985 1,414 61 
,U 0,175 0,173 6,176 5,671 0,865 1,396 50 
pd 0,162 0,191 0,104 5,145 0,982 1,379 79 
o 42 9,709 0,208 0,213 4,705 0,978 1,361 78 
13 0,227 0,225 4,231 4,331 0,974 1,344 717 
14 0,244 0,242 0,243 4.011 0,576 1,326 76 
15 0,252 0,259 0,265 3,732 0,956 1,309 15 
16 D,279 0,276 0,267 3,487 0,981 1,292 74 
17 0,257 0,222 0,306 3,271 0,956 1,274 73 
18 0,314 0,304 0,325 3,078 (0,951 1,257 72 
19 0,332 0,326 0,344 2,904 0,046 1,239 71 
26 0,349 0,342 0,364 2,747 0,940 1,222 76 
21 0,367 0,358 0,384 2,605 0,934 1,204 69 
92 0,354 0,375 0,404 2,475 0,927 1,187 68 
43 0,401 0,39) 0,424 2,356 0,921 1,169 6? 
24 0,419 0,407 0,445 2,246 0,%la 1,152 66 
25 0,436 0,423 0,566 2,145 0,906 1,134 65 
26 0,454 0,438 09,488 2,050 0,829 1,117 64 
27 0,471 0,454 0,510 1,963 0,691 3,100 6 
28 (1,459 0,458 0,532 E,581 0,581 1,052 62 
29 0,506 0,4£5 0,554 1,805 0,475 1,065. Gt 
30 D,524 0,506 0,57? 1,732 0,566 1,047 60 
31 0,541 0.515 0,601 1,664 0.857 1,030 59 
32 0,559 0,530 0,625 1,600 0,848 1,012 58 
33 0,575 0,645 0,049 1,540 0,5835 0,995 57 
34 0,593 0,559 0,675 1,483 0,829 0,977 56 
35 0,61) 0,574 0,700 1,428 0,819 0,950 55 
36 (1,628 0,588 0,727 1,376 ] 0,809 0,942 54 
37 0,6416 0,60? 0,754 1,327 "0,799 0.925 53 
38 0,663 0,16 0,781 1,250 0,768 0,908 52 
30 4,68) 0,025 0,510 1,235 0,777 0,890 51 
40 0,658 0.613 0,659 1,192 0,766 0.873 50 
41 0,716 0,656 0,669 p,150 0,755 0,855 19 
42 0,733 0,669 0,9050 1,111 0,743 0,838 46 
43 0,750 0,662 D,233 1,072 0,721 0,820 47 
44 0.759 0.605 0,266 1,036 0,719 0,5803 46 
ás 0.785 0,707 F,000 1,000 0,707 0,785 45 


a 
ga | cid | (radianes) 


ES 


1,060 0,851 |0 or8Lo 897 lo 68 jo ego [o 804 fo 509 


0 v31j0 962/t.,000 


